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Linearno programiraǌe

4.1 Zadaqa na linearno programiraǌe

Opxt oblik na zadaqa na linearno programiraǌe

min 〈c, x〉

ALx ≤ bL

ARx ≥ bR

AEx = bE

x ≥ 0

(4.1)

kade c ∈ R
n, bL ∈ R

m, bR ∈ R
k, bE ∈ R

p, AL e m× n matrica, AR e k × n matrica,
AE e p × n matrica.

Dokolku vo dadenata zadaqa na linearno programiraǌe ne e postaven
uslovot za nenegativnost po site promenlivi (uslovot x ≥ 0) se primenuva
slednata postapka. Ako za promenlivata xj ne e postaven uslovot xj ≥ 0,
togax vo funkcijata na celta i vo sekoe od ograniquvaǌata taa se zamenuva
so xj − x′

j, pri xto x′

j e nova promenliva i pri toa xj ≥ 0 i x′

j ≥ 0. Na toj
naqin ako dadenata zadaqa ima uslovi za nenegativnost na samo r promen-
livi, za ostabatite n − r promenlivi se primenuva gornata postapka i taka
se dobiva ekvivalentna zadaqa so n+(n− r) = 2n− r promenlivi kade uslovot
za nenegativnost sega e postaven na sekoja od promenlivite.

Simetriqen oblik na zadaqa na linearno programiraǌe

min 〈c, x〉

A′

Rx ≥ b′

R

x ≥ 0

(4.2)
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Standarden oblik na zad aq a na l inearno programiraǌe

m in 〈c, x〉

A′′

E
x = b′′

E

x ≥ 0

(4.3)

(pret v araǌe od opx t ob l ik v o simetriq en ob l ik , i od opx t ob l ik v o
stand ard en ob l ik - v o opx t s l u q aj) - P O K A � A N O N A Q A S

Primer 4.1. S l ed nata zad aq a na l inearno programiraǌe ḱe ja pret v orime
vo simetriq en ob l ik .

m a x {2x1 − x2}

x1 − x2 ≥ 6

x1 − 3x2 ≤ 10

x1 + x2 = 5

x1 ≥ 0

(4.4)

N ajnapred t reb a d a napravime premin vo zad aq a na minimizac ija spored
m a x f(x) = − m in (−f(x)).

− m in {−2x1 + x2}

x1 − x2 ≥ 6

x1 − 3x2 ≤ 10

x1 + x2 = 5

x1 ≥ 0

Treb a d a se ob ezed i nenegat ivnost na site promenl ivi. V o d ad enata zad aq a
ima u sl ov za nenegat ivnost samo za promenl ivata x1. Z a d a ob ezb ed ime nene-
gat ivnost i na x2 ja pravime sl ed nata smena so vov ed u v aǌe na nova promen-
l iva x3. S ekad e i vo ograniq u v aǌata i vo f u nk c ijata na c el x2 go zamenu vame
so x2 − x3 pri x to d od avame i u sl ovi za nenegat ivnost na x2 i x3.

− m in {−2x1 + x2 − x3}

x1 − x2 + x3 ≥ 6

x1 − 3x2 + 3x3 ≤ 10

x1 + x2 − x3 = 5

x1, x2, x3 ≥ 0

I na kraj t reb a site ograniq u v aǌa d a gi zapix eme so znakot za d esno nera-
v enst v o kako x to e prvoto ograniq u v aǌe, toa se v toroto i tretoto ograniq u -
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vaǌe. V toroto ograniq u vaǌe go mno� ime so −1, d od eka od t retoto ograniq u -

vac ko ravenst vo d ob ivame d ve neravenst va so sprotivni znac i od koi ner-

avenst voto so l ev znak za neravenst vo go mno� ime isto taka so −1.

− m in {−2x1 + x2 − x3}

x1 − x2 + x3 ≥ 6

− x1 + 3x2 − 3x3 ≥ −10

x1 + x2 − x3 ≥ 5

− x1 − x2 + x3 ≥ −5

x1, x2, x3 ≥ 0

(4.5)

Primer 4.2. D a ja pret vorime sl ed nata zad aq a na l inearno programiraǌe

vo stand ard en ob l ik .

m in {3x1 + 2x2 − x3}

x1 + x2 + x3 ≤ 10

x1 + 2x2 − x3 ≤ 5

x1 + x2 ≥ 2

x2 ≥ 0

(4.6)

Ovaa zad aq a e veḱ e zad aq a na minimizac ija. U s l ovot za nenegat ivnist na

site promenl ivi ḱe go post igneme so smenite x1 ↔ x1 − x4 i x3 ↔ x3 − x5 pri

x to d od avame i u sl ovi za nenegat ivnost na x1, x3, x4 i x5.

m in {3x1 + 2x2 − x3 − 3x4 + x5}

x1 + x2 + x3 − x4 − x5 ≤ 10

x1 + 2x2 − x3 − x4 + x5 ≤ 5

x1 + x2 − x4 ≥ 2

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

I na kraj t reb a prvite t ri ograniq u vaq ki neravenst va d a gi pret vorime

vo ravensta na toj naq in x to vo sekoe neravenst vo d od avame izramnu vaq ki

nenegat ivni promenl ivi.

m in {3x1 + 2x2 − x3 − 3x4 + x5}

x1 + x2 + x3 − x4 − x5 + x6 = 10

x1 + 2x2 − x3 − x4 + x5 + x7 = 5

x1 + x2 − x4 − x8 = 2

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8 ≥ 0

(4.7 )
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4.2 Uslovi za optimalnost i dualnost

N eka e d ad ena zad aq ata na l inerano programiraǌe vo simetriq en ob l ik

(P )

m in 〈c, x〉

Ax ≥ b

x ≥ 0

i neka nejzinata d opu st iva ob l ast ja oznaq ime so X = {x|Ax ≥ b, x ≥ 0}.
P rek u t eorijata na d u al nost kaj nel inearnoto programiraǌe se poka� u v a
d eka d u al na zad aq a na d ad enata zad aq a (P ) e zad aq ata

(D)

m in 〈b, y〉

AT y ≤ c

y ≥ 0

q ija d opu st l iva ob l ast ḱ e ja oznaq u me so Y = {y|AT y ≤ c, y ≥ 0}. S e poka� u v a
i d eka d u al na zad aq a na zad aq ata (D) e zad aq ata (P ). - P O K A � A N O N A
Q A S

Lema 4.1. Neka se dadeni parot dualni LP-zadaqi (P) i (D). Togax, za sekoj
x ∈ X i y ∈ Y , va�i 〈c, x〉 ≥ 〈b, y〉.

Dokaz. P O K A � A N O N A Q A S

T eorema 4.1 (T eorema za dualnost vo linearno programiraǌ e).

(i) A ko edna od zadaqite (P) i (D) im a rexenie so koneqna optim alna vred-
nost na f unkc ijata na c elta, togax im a i drugata, i vrednostite na
f unkc iite na c elta im se ednakvi.

(ii) A ko edna od zadaqite (P) i (D) im a dopustlivi toqki i neograniqena
f unkc ija na c el, togax drugata zadaqa nem a dopustlivi toqki.

(iii) A ko i dvete zadaqi (P) i (D) im aat dopustlivi toqki, togax im aat i
optim alni rexenija so ednakvi vrednosti na f unkc iite na c elta.

Dokaz. P O K A � A N O N A Q A S

T eorema 4.2 (Princ ip na oslab ena komplementarnost). Neka se dadeni
parot dualni LP-zadaqi (P) i (D) i neka x∗ ∈ X i y∗ ∈ Y . Togax, x∗ i y∗

se optim alni rexenija na (P) i (D) soodvetno ako i sam o ako

〈x∗, c − (y∗)T A〉 = 0 i 〈y∗, Ax∗ − b〉 = 0.
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Dokaz. P O K A � A N O N A Q A S

Z ab e l e x ka 4.1. A ko d opu st l ivata ob l ast na (P ) e X = ∅, t ogax po d ef inic ija
se zema +∞ za opt imal na vred nost na f u nk c ijata na c el ta na (P ). A ko pak
d opu st l ivata ob l ast na (D ) e Y = ∅, t ogax po d ef inic ija se zema −∞ za
opt imal na vred nost na f u nk c ijata na c el ta na (D ). P a, p r e ki n v o d u al n os t a

(need nak vi vred nost i na f u nk c iite na c el ta) kaj parot d u al ni LP -zad aq i (P )
i (D ) nastanu v a samo koga X = ∅ i Y = ∅.

Z ab e l e x ka 4.2. O d d osegax noto izl agaǌe mo� e d a se zak l u q i d eka primar-
nata zad aq a (P ) e d u al na na d u al nata zad aq a (D ). T oa znaq i d eka kaj l in-
earnoto programiraǌe stanu v a zb or za par zaemno d u al ni zad aq i.

Spored ob l ikot na d opu st l ivata ob l ast, od interes se parovite zaemno
d u al ni zad aq i prika� ani so T ab el a 4 .1 .

primarna zad aq a d u al na zad aq a

1 m in { 〈c, x〉 | Ax ≥ b} m a x { 〈b, y〉 | AT y = c, y ≥ 0}
2 m in { 〈c, x〉 | Ax ≥ b, x ≥ 0} m a x { 〈b, y〉 | AT y ≤ c, y ≥ 0}
3 m in { 〈c, x〉 | Ax = b, x ≥ 0} m a x { 〈b, y〉 | AT y ≤ c}
4 m in { 〈c, x〉 | Ax = b} m a x { 〈b, y〉 | AT y = c}

T ab el a 4 .1 : P arovi zaemno d u al ni LP zad aq i

4.3 E ks t r e m n i t oq ki , b azn i r e x e n i ja

i op t i m al n os t

Def i n i c i ja 4.1. N eka S ⊆ R
n. T oq kata x ∈ S e ekstremna toqka na S ako

ne mo� e d a se pret stavi kako konv ek sna komb inac ija od d v e razl iq ni toq ki
od S t.e. ne postojat toq ki x1, x2 ∈ S, x1 6= x2 i s kal ar λ ∈ (0, 1) taka d a
x = λx1 + (1 − λ)x2.

Def i n i c i ja 4.1a. N eka S ⊆ R
n. T oq kata x ∈ S e ekstremna toqka na S ako

ne postojat toq ki x′, x′′ ∈ S, x′ 6= x′′ taka d a x = (x′ + x′′)/2.

Z ab e l e x ka 4.3. D ef inic iite 4 .1 i 4 .1 a se ek vival ent ni.... (d a se d oka� e)

D a ja razgl ed ame zad aq ata na l inearno programiraǌe d ad ena vo stand ar-
d en ob l ik , od nosno

m in 〈c, x〉

Ax = b

x ≥ 0

(4.8 )
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kade c ∈ R
n, b ∈ R

m, A e m × n matric a. B ez gu b eǌe na opx tosta, mo� e da
pret postavime deka rangot na matric ata A e ednakov na m, od kade sl edi deka
m ≤ n. A ko gi oznaq ime so Aj, j = 1, ..., n kol onite na matric ata A, t ogax
dopu st l ivata ob l ast za zadaq ata (4 .8 ) mo� e da se zapix e kako

X = {x ∈ R
n|Ax = b, x ≥ 0} = {x ∈ R

n|

n
∑

j=1

xjAj = b, x ≥ 0}.

Teorema 4.3. Toqkata x ∈ X e ekstr em na toqka na dop ustl iv ata obl ast X

od zadsaqata (4 .8 ) ako i sam o ako kol onite na m atric ata A koi odgov ar r at na
nenul tite kom p onenti na x se l inear no nezav isni.

D ok az. (dokazot go ima kaj V u j̆c íc , A s̆ íc , M ilĭc íc , T eorema 3 .3 .1 )

Teorema 4.4. A ko dop ustl iv ata obl ast X od zadaqata (4 .8 ) e nep r azna, togax
X im a ekstr em na toqka.

D ok az. (dokazot go ima kaj V u j̆c íc , A s̆ íc , M ilĭc íc , T eorema 3 .3 .2 )

Teorema 4.5. A ko zadaqata (4 .8 ) im a op tim al no r ex enie, togax im a i op ti-
m al no r ex enie koe e ekstr em na toqka na dop ustl iv ata obl ast X.

D ok az. (dokazot go ima kaj V u j̆c íc , A s̆ íc , M ilĭc íc , P osl edic a na st r.6 1 )

Z ab el ex k a 4.4. O d T eorema 4 .3 s l edi deka dopu st l ivata ob l ast ima najmnogu
(

n

m

)

ek st remni toq ki. O d T eorema 4 .5 s l edi deka b arem edna od niv e opti-
mal na za zadaq ata (4 .8 ), pod pret postav ka deka zadaq ata ima rex enie. P a
mo� e da zak l u q ime deka, ako edna LP -zadaq a ima rex enie, togax taa mo� e
da se rex i vo koneq en b roj na q ekori.

D a go razgl edame sega sist emot l inearni ravenki

Ax = b (4.9 )

kade b ∈ R
m, A e m × n matric a. N eka rangot na matric ata A e ednakov na m

(togax m ≤ n). I s to kako pret h odno gi oznaq u v ame so Aj, j = 1, ..., n kol onite
na matric ata A, pa sist emot (4 .9 ) mo� e da se zapix e kako

n
∑

j=1

xjAj = b.
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Definicija 4.2. N eka B ⊆ {1, 2, ..., n} e mno� est v o od toq no m ind ek si, tak v o
d a kol onite Aj, j ∈ B se l inearno nezavisni. N eka x ∈ R

n e rex enie na
sist emot (4 .9 ).

(i) A ko xj = 0, j /∈ B, t ogax x se narek u v a bazno rexenie.

(ii) A ko x e b azno rex enie i xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n, t ogax x se narek u v a bazno
dopustlivo rexenie.

(iii) A ko x e b azno d opu st l ivo rex enie za koe va� i xj > 0, j ∈ B, t ogax x
se narek u v a nedegenerirano bazno dopustlivo rexenie. Z ad aq ata na l i-
nearno programiraǌe (4 .8 ) se narek u v a nedenerirana ako site b azni d o-
pu st l ivi rex enija na sist emot (4 .9 ) se ned egenerirani.

Teorema 4.6. Sekoe bazno dopustlivo rexenie na sistemot (4.9) e ekstremna
toqka na dopustlivata oblast X za zadaqata (4.8). Va�i i obratnoto tvr-
deǌe.

Dokaz. N eka x e b azno d opu st l ivo rex enie na sist emot (4 .9 ) koe od govara
na mno� est v oto b azni ind ek si B = {j1, j2, ..., jm} ⊆ {1, 2, ..., n}. T oa znaq i d eka
kol onite Aj, j ∈ B se l inearno nezavisni, i xj ≥ 0, za j ∈ B, i xj = 0, za j /∈ B,
od kad e sl ed i d eka x ∈ X. B id ejḱi kol onite na matric ata A koi od govaraat
na nenu l t ite komonenti na x se l inearno nezavisni, od T eorema 4 .3 s l ed i
d eka x ∈ X e ek st remna toq ka na d opu st l ivata ob l ast X.

O b rat no, neka x ∈ X e ek st remna toq ka na d opu st l ivata ob l ast X. N eka
B = {j1, j2, ..., jp} ⊆ {1, 2, ..., n} e mno� est v oto od ind ek si na nenu l t ite kompo-
nent i na x t.e. xj > 0, za j ∈ B, i xj = 0, za j /∈ B. T ogax , od T eorema 4 .3
zak l u q u v ame d eka sood v et nite kol oni na matric ata A, kol onite Aj, j ∈ B se
l inearno nezavisni i p ≤ m. A ko p = m d okazot e zavrx en, od nosno zak -
l u q u v ame d eka x e b azno d opu st l ivo rex enie so nenegat ivni komponenti koi
od govaraat na mno� est v oto B od toq no m ind ek si, i ostanatite nu l i. N eka
p < m, b id ejḱi rangot na A e ed nakov na m izb irame u x t e m − p kol oni od
ostanatite kol oni Aj, j /∈ B za d a konst ru irame mno� est v o od m l inearno
nezavisni kol oni na matric ata A, nivnite ind ek si gi d od avame na B i na
toj naq in ob razu v ame novo mno� est v o B1, sega od toq no m ind ek si. B id ejḱi
xj = 0, za j ∈ B1 \ B, imame d eka va� i xj ≥ 0, za j ∈ B1, i xj = 0, za j /∈ B1, od
kad e zak l u q u v ame d eka x e b azno d opu st l ivo rex enie na sist emot (4 .9 ).

Teorema 4.7 (F u nd amental na t eorema na l inearno p rogramiraǌ e).

(i) A ko zadaqata na linearno programiraǌe (4.8) ima dopustliva toqka, to-
gax taa ima i bazno dopustlivo rexenie.
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(ii) Ako zadaqata (4.8) ima optimalni rexenija, togax barem edno od niv e
bazno dopustlivo rexenie.

(iii) Ako zadaqata (4.8) ima dopustliva toqka i funkcijata na celta e ogra-
niqena, togax taa ima optimalno rexenie.

Dokaz. (i) N eka X 6= ∅, togax od Teorema 4.4 sledi deka X ima ekstremna
toqka, i spored Teorema 4.6 taa toqka e bazno dopustlivo rexenie.
(ii) Neka zadaqata (4.8) ima optimalni rexenija ima optimalni rexenija,
togax od Teorema 4.5 taa ima optimalno rexenie koe e ekstremna toqka na
dopustlivata oblast X, i spored Teorema 4.6 toa optimalno rexenie e bazno
dopustlivo rexenie.
(iii) Neka X 6= ∅ i neka z = in fx∈X cT x. D a pretpostavime deka zadaqata (4.8)
nema optimalno rexenie, t.e. sistemot

Ax = b, 〈c, x〉 = z, x ≥ 0

nema rexenie vo odnos na x ∈ R
n. Togax, nema rexeni ni sistemot

Ax − tb = 0, 〈c, x〉 − tz = 0, x ≥ 0, t > 0

vo odnos na (x, t) ∈ R
n × R. S pored Lema na F arkax (da se doobjasni) postoi

(y, τ) ∈ R
m × R taka da

AT y + τc ≥ 0, 〈b, y〉 + τz < 0.

Togax, za proizvolen x ∈ X od prvoto neravenstvo imame

〈AT y, x〉 + τ〈c, x〉 ≥ 0

od kade so koristeǌe na vtoroto neravenstvo i toa deka Ax = b se dobiva

τ〈c, x〉 ≥ −〈AT y, x〉 = −〈y, Ax〉 = −〈y, b〉 > τz.

Z naqi imame,
in f
x∈X

τ〈c, x〉 > τz = τ in f
x∈X

τ〈c, x〉,

xto ne e mo� no za nedno τ . O d dobienata kontradikc ija, zakluquvame deka
zadaqata (4.8) ima optimalno rexenie.


