
���������	� 
�����
����� 
2009-2010  

����� ����	���	� 

 
������ �� �� 	�
���.  

�

������� �� �� 	�
��� 
 

���
��. 
���� � 
�
��� �� 	�
����� 
  1 2min{ }x x+  

   
1 1 2

2 1 2

1 2

7

4

, 0

w x x

w x x

x x

+ ≥
+ ≥
≥

 

��
� 1 ~ (1,4)w U  � 2 ~ (1/ 3,1)w U  �� �������� ��
�������. 
�������. �� �
��
� �
������� ����� �� ��������. ��������
 �� ���
��� �� 
�����	� � 
��������. 
 

 �� �����
� � ����������� 
������ �� 

������������� ���
 �� ������ �
 
	�����
�� 

 �
� ���
�
��� �� ������� 
���������� ��
������� 1w  � 2w . 
������������� ����� �� �
�� 1w  � 2w  �� 
������� ��������� �
��� ���
�
��� 1 � 
1/3 �


����
, � �
����� ����� �� �
�� �� 
������� ���
�
����� 4 � 1 �


����
. 

 
�
�� ����� �� ��������, �
	��� ���
 "wait-and-see" �������, � �
 

��� �
����� �� ��������
� ����
� 1 2( , )w w w=  � 

��
����� �� ���
�� 

�����	����� 1 2( , )w w w=  
� �� ���� 
���������������� 	�
��� 

1 2min{ }x x+  

   

1 1 2

2 1 2

1 2

7

4

, 0

w x x

w x x

x x

+ ≥

+ ≥
≥

 

���
 !� 	�
��� (	�
��� �� �������
 ��
���������). �
, ��������
 
�� �� � 
����� �� �������� �� �� 	�
���. ��
�� ����
 � ���	�

���. "���� 
� �� 


����� ���
�
��� 	� 1 2( , )x x x=  ���
 
� �� 	���� ���
�
����� �� 1 2( , )w w w= . 
 
 "���� 
� �� 

����, ��
 
� �� ����� �
 ��	������
 �� ���
�
����� �� 

1 2( , )w w w= . "�� ��������: 
 1) �
�

����� �� ������� ����� 
 2) ���
����
��� 
����������� 
 3) "here-and-now" 
 
1)  �
 
��������� �� ���
�
����� �� 1 2( , )w w w= , �������
 �� �������� �� 
	�
�����. ����� ����� 
� �� ������� 
� �� �	����� ��	���� ���
�
���. 
���
����� ����� 
��
��� ������ 	� �	�
� �� ���
�
�����. 
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���
�� �� �� ������. 
���������� �� �� ������ 

����� ����	���	� 2 

• �����������
�� - 1w  � 2w  �� 	��������� �
 ������� ����������� 

�������� 

#�
��$� 1( ) 5 / 2E w =  � 2( ) 2 / 3E w =  �� ������ 	�
����� 

1 2min{ }x x+  

   

5
1 22

2
1 23

1 2

7

4

, 0

x x

x x

x x

+ ≥

+ ≥

≥

 

�
�� ��� 
�������
 ������� * (18 /11,32 /11)x =  � 
�������� ���
�
�� �� 

%��������� �� ����� * 50 /11 5.545f = ≈ . 
 

• ����
� ������ - �� �	������ ��������� �
��� ���
�
��� 	� 1w  � 2w  
&
 
�
� ������ �� ������ 	�
����� 

1 2min{ }x x+  

   

1 2
1

1 23

1 2

7

4

, 0

x x

x x

x x

+ ≥

+ ≥

≥

 

�
�� ��� 
�������
 ������� * (0,7)x =  � 
�������� ���
�
�� �� %��������� 

�� ����� * 7f = . 
 

• ���

��� ������ - �� �	������ ����
������ ���
�
��� 	� 1w  � 2w  
&
 
�
� ������ �� ������ 	�
����� 

1 2min{ }x x+  

   
1 2

1 2

1 2

4 7

4

, 0

x x

x x

x x

+ ≥
+ ≥

≥
 

�
�� ��� 
�������
 ������� * (4,0)x =  � 
�������� ���
�
�� �� %��������� 

�� ����� * 4f = . 
 

2) �������
� �
 ������������ ������������ � ��
�� �
��	����. ����
 �� 



����� 
������������� 

  1 1 2 1

2 1 2 2

{ 7}

{ 4}

P w x x

P w x x

α
α

+ ≥ ≥
+ ≥ ≥

 

��� �
���� 
������������
 
  1 1 2 2 1 2{ 7, 4}P w x x w x x α+ ≥ + ≥ ≥ , 
��
� 1 2, , [0,1]α α α ∈ . '�
 1 2, 1α α = , 

�
��
 ��
 1α = , �
��� �
�


������� 
	�
��� � 
�������������� (	
��
?). 
�	�������� 	�
��� �
 ������ 
�� 
����������� �
 ���
���� �����%
������ 
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����� ����	���	� 3 

2

1

2

1

2

1

2
1 1

1 1 2 1
7

1 1

7
1 1

7
1 1

7
1

{ 7}

{ }

1 { }

{ } 1

( ) 1

x
x

x
x

x
x

x
w x

P w x x

P w

P w

P w

F

α

α

α

α

α

−

−

−

−

+ ≥ ≥

≥ ≥

− < ≥

< ≤ −

≤ −

   

2

1

2

1

2

1

2
2 1

2 1 2 2
4

2 2

4
2 2

4
2 2

4
2

{ 4}

{ }

1 { }

{ } 1

( ) 1

x
x

x
x

x
x

x
w x

P w x x

P w

P w

P w

F

α

α

α

α

α

−

−

−

−

+ ≥ ≥

≥ ≥

− < ≥

< ≤ −

≤ −

 

��
� 
1

1
3

( ) , (1, 4)x
wF x x−= ∈  � 

2
3 1

2
( ) , (1/ 3,1)x

wF x x−= ∈  �� %�������� �� 

������
���� �� 1w  � 2w  �


����
, ��������� �
 	�
��� �� �����������
 

��
��������� �
 ��������� 1 2, [0,1]α α ∈ , �.�. 

1 2min{ }x x+     1 2min{ }x x+  

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

{ 7}

{ 4}

, 0

P w x x

P w x x

x x

α
α

+ ≥ ≥
+ ≥ ≥

≥
 ⇔  

1 1 2

2 1 2

1 2

(4 3 ) 7

(3 2 ) 3 12

, 0

x x

x x

x x

α
α

− + ≥
− + ≥

≥
 

 
3) �������
 �
�����
 � 
� �� 

���� 

���� (
� �� ���� 	�
����� �
 x ) ��	 
� �� 
��� �
��
��� ��%
������� 	� ���������� �������. (�
� ������� � �
	��� ���
 
"here-and-now", �
�� �� ��������� �
���������
� (�������) ����
� y  � ��� �
� 
�� 

���� ���
���� 	�
���. 

  1 2 1 2

1 2

min{ ( , )}

, 0

x x Q x x

x x

+ +
≥

 

��
� 1 2 1 2( , ) [ ( , , )]wQ x x E Q x x w=  �  

  

1 2 1 1 2 2

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

( , , ) min{ }

7

4

, 0

Q x x w q y q y

w x x y

w x x y

y y

= +
+ + ≥
+ + ≥
≥

 

��
� 1 2,q q  �� �������� �
�%������� 


����� �� ���
� 

 
������������� �
 
�������� ��
������� ��� ���� �� ����	
� (recourse costs). )��������� 

1 2( , )Q x x  � �
	���� ���
 ����	�� ���
���� (recourse function), � �
�


������� 
	�
��� � �
	���� ���
 ������ �� ��� �
��� �� ����	�� ���
���� (two-stage 
recourse problem). 

 ���� ��������
� ����
� w  ��� �
����� ��
� �� �����	���� 1 2, ,..., Sw w w  
�������� ��������� � ��
 ���
�� �����	����� �� 
�������� �
 ���
����
�� 

( )s
sp P w w= = , 1,2,...,s S=  , �
��� ��	������� %
��� �� �
����� 	�
��� �
 

�������� �
�%������� 1 2q q λ= =  � ���
����. 
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1 2 1 2
1

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

1 2

min{ ( )}

7 1,2,...,

4 1,2,...,

, 0

, 0 1,2,...,

S
s s s

s

s s

s s

s s

x x p y y

w x x y s S

w x x y s S

x x

y y s S

λ
=

+ + +

+ + ≥ =
+ + ≥ =
≥

≥ =

�

 

&��� 

������� 	�
��� � 
�������������� !�-	�
���. 
 
 
������ �� ���
���� (��

���������� �������). 
�
�� %����� �
�� 
� 	���
� �� ��
���� 	���� ���
� 

 ���
���� ���������, 
������, ������� ��� ����. �����
��������� 
��� �����
����� ��	
�� $� ��
� ��� 
��������� ��� �����, ����
 �
��*�. '�
 ��	
���� � ���������, �������� � 
�����
%��������. '�
 ��	
���� � �����, ��������� � �����
%��������. ���� 
��
%��
� � 
�
�� �
 ���
���� ������. 
 

 ���
 ������ ���
 ������� ���
 ���� 
��������� ��	
�� 100 70 80 
����� ��	
�� -10 40 35 

 

(
��
� ���
 ����� %�����
� 
� �
 ��������� 	���
������
 �� ����������� 	� 
� 

������ 
� 
������ ����
��� ��
%��. 
�������.  
���� ���
����
��� 	� ��������� ��	
�� � p , �
��� ���
����
��� 
� �� �����	��� 
����� ��	
�� � 1 p− . "���, 
��������
� ��
%�� ��� 	���
����� �� ��	����
 
�������� � 
 - 	� ������: 100 ( 10) (1 ) 10 110p p p+ − ⋅ − = − +  
 - 	� �������: 70 40 (1 ) 40 30p p p+ ⋅ − = +  
 - 	� ����: 80 35 (1 ) 35 45p p p+ ⋅ − = +  
+� 
	������ �
 1 2 3, ,x x x  
��
� 

 %������ �
� %�����
� ����� 
� �
 	���
� �
 
������, �������, ���� �


����
. ,����, �� ����� 
������������� 

1 2 3 1x x x+ + =  � 1 2 30 , , 1x x x≤ ≤ . �
 
��� 
	���� 
��������
� ��
%�� � 
 1 2 3( 10 110 ) (40 30 ) (35 45 )P x p x p x p= − + + + + + , 
�� �� 	�
����� �
�� ����� 
� �� ���� �  

  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

max{ ( 10 110 ) (40 30 ) (35 45 )}

1

0 , , 1

x p x p x p

x x x

x x x

− + + + + +
+ + =

≤ ≤
 

��
� p  � �������� ��
������� �
�� �� ����� ���
�
����� 0 � 1 �
 �
����� 
���
����
�� 

 0.5. 
 

'�
 	����� 0.5p =  (	��������� 
��� ( ) 0.5E p = ), ����

�
 � 
� �� 
������ 
� 
����
��� ��
%�� �� 
������ �
�� �
�
���� 

 	������ �� 	���
� �
 ������ (�
�� � 
�����
%�������� ��� ��������� ��	
��) � �
�
���� 

 	������ �� 	���
� �
 
������� (�
�� � �����
%�������� ��� ����� ��	
��), 

�
��
 �
�� 

1 2 31/ 2, 1/ 2, 0x x x= = = . "
���, 
��������
� ��
%�� � 
 0.5( 10 110 0.5) 0.5(40 30 0.5) 50− + ⋅ + + ⋅ = . 



���
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����� ����	���	� 5 

�
, ��������
 �� �� 	�
����� ��
��
 �-�

��
� (�
�� 	� �����	����� �� 
���������� ��
������� p  �� 	��� ���	��
�
 ����������
 
��������) 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

max{ ( 10 110 0.5) (40 30 0.5) (35 45 0.5)}

1

0 , , 1

x x x

x x x

x x x

− + ⋅ + + ⋅ + + ⋅
+ + =

≤ ≤
 

�.�. 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

max{45 55 57.5 }

1

0 , , 1

x x x

x x x

x x x

+ +
+ + =

≤ ≤
  

� * (0,0,1)x =  �
 
�������� ��
%�� * 57.5P =  (

�
��
 ���������� ��
%�� �� 
�
�������� �
�� %�����
� $� 	���
� ���
 ���� �� ������ %����). (�� 	���� 
��� 

��������
� 
�������� ��
%�� ��
��
 �-�

��
� � 15% �


��� 

 ����
� ��� 
��	���
 ��	
������ ��� ���������
 �� �� 	�
�����. �
, ���������
 �� �� 
	�
����� �
 	��������� �� ���������� ��
������� �
 ������� ����������� 

�������� �� � �
�����
� ����� �� �������� (�
 
��� ������ �
�� � 
� �� � 

�������
 

����
�
 �������).  
 
 
������ �� ���
���� (
��
��� �������). 
�
�� %����� �
�� 
� 

���
��� �� ��
���� 	���� 

 500 ��� �������, ������ ��� 
����. ���� �� �� �
������ �������� 200 �
�� ������� � 240 �
�� ������ 
�

���
 	� ���-���� �� 

���
�
�. (��� �
������ �� �������, 

�
��
 ������ 
�
� �
�� 
� �� ��
�	��
� �� 	�
���� 	���� ��� 
� �� ����. +
�
��� ��
�	��
� 
�
��$� 
��
��� ��
 �� ����� 	� ���-���� �� 

���
�
�, �
� �
�� 
� �
 ��

�
� 
���
�
� �
 ���� 

 170$, 

�
��
 150$ 	� �
� 

 ������� � ������ �


����
. 
.��
����� ���� 	� �
�� �
� �������, 

�
��
 ������ �� 238$ � 210$ �


����
. 
�� ��
���� 	���� %�����
� �
�� 
� 

���
��� � ����. ��

������ ���� �� ����
� 
� 36$ 	� �
� 	� ������ 6000 �
�� � �
 ���� 

 10$ 	� ���
� �
� ���� ��
 
�
��������� ��
�
���� ��
�� 

 6000 �
��. &�	 ��	� �� 

������
�
 �������
, 
%�����
� 	��� 
��� ��
�����
� ����
� �� ���
���� 	���� � 2.5, 3 � 20 �
�� �� 
�
�� �� 	� �������, ������ � ���� �


����
. ���
 ����, ��
�
���� 	� 
	���
����� �� ����������� �� 150$, 230$ � 260$ 	� �
�� �� 	���
�� �
 �������, 
������ � ���� �


����
. �������� 
�
����� �

��
�� �
 ������ �� ���
����. 
 

 ������� ������ ���� 
����
� (" / ��) 2.5 3 20 
��
�
�� 	� ��
��� ($ / ��) 150 230 260 
��

���� ���� ($ / T) 170 150 36 (<=  6000 T) 

10 (> 6000 T) 
������� ���� ($ / ") 238 210 - 
��������� �
��������� (") 200 240 - 

 
(
��
� ���
 ����� %�����
� 
� �
 ��������� 	���
������
 �� ����������� 	� 
� 

������ 
� 
������ ����
��� ��
%��. 
 
 
 



���
�� �� �� ������. 
���������� �� �� ������ 

����� ����	���	� 6 

�������. 
�) ����������� �� ��������  
&��� ���
 ��
 � 	�
�
��� 	�
����� �� %�����
� (�
 �
������� �� �
	�������
 
�� ��
�����
� ����
� 	� ���
� �������� �
�
�����
) ��� �
�� 
� �� �	�

����� 
�
 !� 	�
���. ����
, �
 �
��
����� �� ��
��������� 
 1x  - ��� 	���� ����
��� �
 �������, 
 2x  - ��� 	���� ����
��� �
 ������, 
 3x  - ��� 	���� ����
��� �
 ����, 
 1w  - �
�� ������� �
�� $� �� ��

�
�, 
 2w  - �
�� ������ �
�� $� �� ��

�
�, 
 3w  - �
�� ���� �
� $� �
 ��

�
� �
 �
���
���� ����, 
 4w  - �
�� ���� �
� $� �
 ��

�
� �
 �
������� ����, 
 1y  - �
�� ������� �
�� �� ��������, 
 2y  - �
�� ������ �
�� �� ��������, 
�� 

���� ���
���� !� 	�
���. 

1 2 3 1 1 2 2 3 4

1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 4

3

1 2 3 1 2 1 2 3 4

min{150 230 260 238 170 210 150 36 10 }

500

2.5 200

3 240

20 0

6000

, , , , , , , , 0

x x x y w y w w w

x x x

x y w

x y w

x w w

w

x x x y y w w w w

+ + + − + − − −
+ + ≤

+ − ≥
+ − ≥

− − ≥
≤

≥

 

��� 
�������
 ������� � * * *( , , ) (120,80,300,0,0,100,0,6000,0)x y w =  ��� 	� 
�
����
 
�
��
 � �
 ���
���� ������. 
 


�������
 ������� ��� ��
����� ����
� 
 ������� ������ ���� 
�
������ (���) 120 80 300 
��
�	�

���
 (") 300 240 6000 
��

���� (") 100 0 6000 
������� (") 0 0 - 

������� ��
%��: 118600$ 

 
+� 	��������� 
��� �������
 �� ���������� ��
%�� � �����������
 �
 
�������
 �� ��������� ���-

, ���
 ��
 � ��������
 ��� 
�� �

������� �� 
	�
�����. ��
�	�

���
�
 � ���������
 �
 	����� �� ��
�����
� ����
� (2.5, 3 
� 20 �
�� �� �
�� �� 	� �������, ������ � ���� �


����
) � 
���������� 
�
������ �
�� �� 	���
��� �
 �


����
�
 �������� (120, 80 � 300 ��� �������, 
������ � ���� �


����
), 

�
��
 120 2.4 300⋅ = , 80 3 240⋅ =  � 300 20 6000⋅ =  
�
�� �������, ������ � ���� �


����
 � 
�������
�
 ��
�	�

���
 �
 
�
� 
������. +

���, 
��������
� ��
%�� � ���
����� ���
�
�� 

 
���������� 
���
�
�� �� %��������� �� �����, 

�
��
 

* * * * * * * * *
1 2 3 1 1 2 2 3 4(150 230 260 238 170 210 150 36 10 )

(150 120 230 80 260 300 238 0 170 100 210 0 150 0 36 6000 10 0) 118600

x x x y w y w w w− + + + − + − − − =
= − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ =
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�)  
�������� ���������� �� �������� 
�
, %�����
� � ������ 
��� ���
�� �

��� �� �
�� 
� �� 
������ 
��� 
��
�����
� ����
� $� �� �����	���. ����
, ����
�
� 	����� 

 ����������� 
���
��, ���
� ��������� ������ �
��$� ������, � ���
� �
����
 �����, �� 
��
������ �
 ����
�
� 

 20 

 25% ��
 ��� �

 ��
�����
� �� �� 
���

�������. ,��
�, �� ������
 
� �� �������� ���� 
�� �������, 
� �� ���� 
	�
��� �� %�����
� 	� ���� 
�� �����	���� �� ����
�
�, �
���� 20% �

 
��
�����
� ����
�, � 
������ 20% ��
 ��
�����
� ����
�. (�� 	���� 
��� 
	�
����� �� %�����
� �� ������
 
� �� �	�

����� ���
 �� 	�
���, 

1 2 3 1 1 2 2 3 4

1 2 3

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 4

3

1 2 3 1 2 1 2 3 4

min{150 230 260 238 170 210 150 36 10 }

500

200

240

0

6000

, , , , , , , , 0

x x x y w y w w w

x x x

x y w

x y w

x w w

w

x x x y y w w w w

ξ
ξ
ξ

+ + + − + − − −
+ + ≤

+ − ≥
+ − ≥
− − ≥

≤
≥

 

��
� 1 2 3( , , )ξ ξ ξ ξ=  � ������� ����
� ��� �
��
����� �� ����
���� �	��	��� �
 
�
�� �� �
�� �� 	� �������, ������ � ���� �


����
. �
���
�
�
 ������� �� 

��� 	�
��� ���� �
 �-�

��
�, 

�
��
 �
�� 1 2 3, ,ξ ξ ξ  �� 	������� �
 ������� 
����������� 
�������� 1 2 3( ) 2.5, ( ) 3, ( ) 20E E Eξ ξ ξ= = =  �


����
. 
 
�) �������� �� �� �������� �
���� "wait-and-see" 
�����
�� 
"��� �
�� 	� 1 2 3, ,ξ ξ ξ  $� �� 	���� �����	������ ��
 ������������� 20% ��
 
��
�����
� ����
�, 

�
��
 3, 3.6, 24 �


����
 �� 

���� ���
��
� 

�������������� ���������� �� �
����� �� 	�
��� 

 

1 2 3 1 1 2 2 3 4

1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 4

3

1 2 3 1 2 1 2 3 4

min{150 230 260 238 170 210 150 36 10 }

500

3 200

3.6 240

24 0

6000

, , , , , , , , 0

x x x y w y w w w

x x x

x y w

x y w

x w w

w

x x x y y w w w w

+ + + − + − − −
+ + ≤
+ − ≥

+ − ≥
− − ≥

≤
≥

 

��� 
�������
 ������� � ( , , ) (183.333,66.6667, 250,0,0,350,0,6000,0)x y w = , 


�
��
 
�
��
 �
 ���
���� ������. 
 


�������
 ������� ��� ����
� 

 20% ��
 ��
�����
� 
 ������� ������ ���� 
�
������ (���) 183.333 66.6667 250 
��
�	�

���
 (") 550 240 6000 
��

���� (") 350 0 6000 
������� (") 0 0 - 

������� ��
%��: 167667$ 
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.
�� ��� 	� 1 2 3, ,ξ ξ ξ  $� �� 	���� �����	������ ��
 ������������� 20% �

 
��
�����
� ����
�, 

�
��
 2, 2.4, 16 �


����
 �� 

���� ���
��
� 

�������������� ���������� �� �
����� �� 	�
��� 

 

1 2 3 1 1 2 2 3 4

1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 4

3

1 2 3 1 2 1 2 3 4

min{150 230 260 238 170 210 150 36 10 }

500

2 200

2.4 240

16 0

6000

, , , , , , , , 0

x x x y w y w w w

x x x

x y w

x y w

x w w

w

x x x y y w w w w

+ + + − + − − −
+ + ≤

+ − ≥
+ − ≥

− − ≥
≤

≥

 

��� 
�������
 ������� � ( , , ) (100, 25,375,0,180,0,0,6000,0)x y w = , 

�
��
 

�
��
 �
 ���
���� ������. 
 


�������
 ������� ��� ����
� 

 20% �

 ��
�����
� 
 ������� ������ ���� 
�
������ (���) 100 25 375 
��
�	�

���
 (") 200 60 6000 
��

���� (") 0 0 6000 
������� (") 0 180 - 

������� ��
%��: 59950$ 

  
+� �� ��	������� 

������� "wait-and-see" ��������, 

�
��
 

������� 

�������� �������� 	����$� �� �����	������ �� ��������
� ����
� ξ  �� 
����
�
�. 
 

����
� 20% �

 
��
����� ��
����� 20% ��
 

��
����� 
������� (") 100 120 183.333 
������ (") 25 80 66.6667 
���� (") 375 300 250 
��
%�� ($) 59950 118600 167667 

 
�) �������� �� �� �������� �
���� "here-and-now" 
�����
�� 
+� �����
������� 
��� ���
�� 

 ����� �����	���� �� ����
�
� ξ  �� �����	��� 
�
 �
����� ���
����
�� 1/3. +� �� ��
�������� �
 ��
���
� 1, 2,3s =  
�����	������ ��
 �
 ������������� ����
�
� 20% ��
 ��
�����
�, ��
�����
� � 
20% �

 ��
�����
� �


����
. �� �
� ����� �� %
������� �
�� ��
������� 	� 
�
�� ������� � �
�� ��

���� 	� ���
�� 

 �����	������ �� ����
�
� ��� 

, , 1, 2, 1,2,3, 4, 1, 2,3is jsy w i j s= = = . "���, 32w  
	������ �
��� �
�� ���� $� �� 

��

�
� �
 �
���
�� ���� �
�� ����
�
� � ��
�����. "
���, ��
�������� %
��� 
�� �


������� �� 	�
��� � ���
����. 
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1 2 3
1

11 11 21 21 31 413
1

12 12 22 22 32 423
1

13 13 23 23 33 433

1 2 3

1 11 11

2 21 21

min{150 230 260

(238 170 210 150 36 10 )

(238 170 210 150 36 10 )

(238 170 210 150 36 10 )}

500

3 200

3.6 24

x x x

y w y w w w

y w y w w w

y w y w w w

x x x

x y w

x y w

+ + +

+ − + − − − +

+ − + − − − +

+ − + − − −

+ + ≤
+ − ≥

+ − ≥

3 31 41

1 12 12

2 22 22

3 32 42

1 13 13

2 23 23

3 33 43

31 32 33

1 2 3 1 2 1 2 3 4

0

24 0

2.5 200

3 240

20 0

2 200

2.4 240

16 0

, , 6000

, , , , , , , , 0, 1, 2,3s s s s s s

x w w

x y w

x y w

x w w

x y w

x y w

x w w

w w w

x x x y y w w w w s

− − ≥
+ − ≥

+ − ≥
− − ≥

+ − ≥
+ − ≥

− − ≥
≤

≥ =
 

 
���	��
�
 
�������
 ������� � 
�
��
 �
 �������� ��
 ���
���. &
 ������ 
��
��� �� 
�
��� �
�������� 	� 	���
�����, �
� ����� 
� �� 

��
�� ���
 
� � 
�
	���� ���
 ����� �����	����� �� ����
�
�, � ��� ���
�
��� �� %
������� 
����
� �
���. &
 
��������� ��
��� 

 �������� 
�
��� �� ��
�	�

���
�
, 
��

������ � ��������� ��� ���
�� �����	����� �� ����
�
�, � ��� ���
�
��� �� 
%
������� �
���
� �
���. �� 
�
�
 

 �������� �������� � 
��������
� 
��
%��. 
 

  ������� ������ ���� 
s �
������ (���) 170 80 250 
1 ��
�	�

���
 (") 510 288 6000 
1 ��

���� (") 310 48 6000 
1 ������� (") 0 0 - 
2 ��
�	�

���
 (") 425 240 5000 
2 ��

���� (") 225 0 5000 
2 ������� (") 0 0 - 
3 ��
�	�

���
 (") 340 192 4000 
3 ��

���� (") 140 0 4000 
3 ������� (") 0 48 - 

(
�������) ��
%��: 108390$ 
 
+� �� �
������� 
��� 
�
� ������� �� �������� �� �� 	�
����� � �
	��� ���
 
"here-and-now".  &
 
�
� ������ �� 	�
��� �� %�����
� �
 ��
�� �� �
��������� 
����
� �� ��������� � ��

������. �� �
���
���� ��
������ %
��� �� �� 
	�
����� �
�� 
� �� 	����� �
 
���� �� 	�
��� �
 
�� ����� �
 �
�
��� 
%������� (two-stage recourse problem) �� ���
��
� �����. 
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1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

min{150 230 260 ( , , )}

500

, , 0

x x x Q x x x

x x x

x x x

+ + +
+ + ≤

≥
 

��
� 1 2 3 1 2 3( , , ) [ ( , , , )]Q x x x E Q x x xξ ξ=  �  

  

1 2 3 1 1 2 2 3 4

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 4

3

1 2 1 2 3 4

( , , , ) min{238 170 210 150 36 10 }

200

240

0

6000

, , , , , 0

Q x x x y w y w w w

x y w

x y w

x w w

w

y y w w w w

ξ
ξ
ξ
ξ

= − + − − −
+ − ≥
+ − ≥
− − ≥

≤
≥

 

��
� ξ  � ������� ����
� �
� �� ����� �
 �
����� ���
����
�� 

 1/3 ���
�� 

 
���
���� ��� �����	���� (3,3.6, 24) , (2.5,3, 20)  � (2, 2.4,16) . 
 
�) !������ �� ��������� ������� 
(���������� 
�������� ��
%��� ��� ����
� 

 20% ��
 ��
�����
�, ��
����� 
� 20% �

 ��
�����
� (
�������� ��
%��� �
 ������ �� �����

�� 
�����������, 	����� �
�� �����	����� �� ��������
� ����
� ξ  �� ����
�
� $� �� 

��������) �� 167667$, 118600$ � 59950$ �


����
. ��, �

 �����
������ 
��� 
���
�� 

 ����� �����	���� (3,3.6, 24) , (2.5,3, 20)  � (2, 2.4,16)  �� ��������
� 
����
� ξ  �� ����
�
� �� 
�������� �
 �
����� ���
����
�� 

 1/3, 	���������� 

��� ��
�����
� ��
%�� �� �


�� ��������� ����

 (long run average profit) $� 

��
� 1 1 1
3 3 3

167667 118600 59950 115406$⋅ + ⋅ + ⋅ = . (
 
���� ������ 
��������
� 

��
%�� 

���� �
 "here-and-now" �������
�, ��	 	����� �� ���%������� 
��%
������� � 108390$.  
 
��	������ 115406 108390 7016$− =  � ���
�����
� �������
 �� �����

��
� 
����������� (expected value of perfect information - EVPI), �
�� �
������ �
��� 
"���
�" 	������
 �� ���%������� ��%
�������, �
��� "���
�" 
� �� ��������� 
�
 ��-�
�
������ �
�� �� 
��� ���
� ���
��
����� 	� �����	����� �� ��������
� 
����
� ξ  �� ����
�
�. 
 
.
�� � ��� ���
�
��� �� ���������� �������
�� �
 	�
�����? ,� 

��
����� �� 

��� ���
�
�� ����� ��������
 
� �� ���� 	�
����� ��
��
 �-�

��
� 	� 
� �� 


��
�� ���
�
����� x  

 ������ ����� (
��� 	�
��� � ��$� ������, 

����� �� 

���������� �-�������� 1 120x = , 2 80x = , 3 300x = ).  �
�
� �� %�������� 

���������� ���
�
��� �� x  

 ������ ����� � �� �������� ���� "wait-and-see" 
	�
��� �
� 

�
������ �� ���� �����	����. "
���, ��	������ ��*� 
��������
� 
��
%�� 

���� �
 "here-and-now" �������
� � 
���������� 
�������� ���
�
�� 
�� %��������� �� ����� 

 

������� 
�������� ���
�
��� �� %��������� �� 
����� ��
��
 "wait-and-see" �������
�, � �������� ���
�
�� �� ���������� �� 
�������
�� �
 	�
����� ��� �������
� �� �
����
��
�
� ��	���� (value of the 
stochastic solution - VSS). 
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 /� �������� �� 	�
����� ��
��
 "wait-and-see" �������
� ��� ����
� 

 20% 
��
 ��
�����
� � %�������� 
�������� ���
�
��� �� x  

 ������ ����� 


����� �
 �-�

��
� �.�. 1 120x = , 2 80x = , 3 300x = . 

1 2 3 1 1 2 2 3 4

1

2

3

1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 4

3

1 2 3 1 2 1 2 3 4

min{150 230 260 238 170 210 150 36 10 }

120

80

300

500

3 200

3.6 240

24 0

6000

, , , , , , , , 0

x x x y w y w w w

x

x

x

x x x

x y w

x y w

x w w

w

x x x y y w w w w

+ + + − + − − −
=
=
=
+ + ≤
+ − ≥

+ − ≥
− − ≥

≤
≥

 

���	��
�
 
�������
 ������� � ( , , ) (120,80,300,0,0,160,48,6000,1200)x y w = , 
��
 	���� 
��� 
��������
� ��
%�� � 148000$. 
 
.
�� ����
�
� � 20% �

 ��
�����
� � ��� %�������� 
�������� ���
�
��� �� 
x  

 ������ ����� 

����� �
 �-�

��
� �.�. 1 120x = , 2 80x = , 3 300x = , �� 


���� ���
��
� 
�������������� ���������� �� �� 	�
�����. 

1 2 3 1 1 2 2 3 4

1

2

3

1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 4

3

1 2 3 1 2 1 2 3 4

min{150 230 260 238 170 210 150 36 10 }

120

80

300

500

2 200

2.4 240

16 0

6000

, , , , , , , , 0

x x x y w y w w w

x

x

x

x x x

x y w

x y w

x w w

w

x x x y y w w w w

+ + + − + − − −
=
=
=
+ + ≤

+ − ≥
+ − ≥

− − ≥
≤

≥

 

���	��
�
 
�������
 ������� � ( , , ) (120,80,300,0, 48,40,0,4800,0)x y w = , ��
 
	���� 
��� 
��������
� ��
%�� � 55120$. 
 
.
�� ����
�
� � ��
�����
�, 
�������
�
 ������� �� �
���*� �
 ���
�
 


����
 �
 �-�

��
�, 

�
��
 �
��� 
��������
� ��
%�� � 118600$. 
 
,����, ��
 %�����
� �� 	���
� ��
���� 	���� ��
��
 
�������
�
 ������� 

 �-
�

��
� (

���� 

������ ��	 ��	� �� ��
����� ����
�), 

�
��
 1 120x = , 

2 80x = , 3 300x = , �
� �� 
������� 
� 
������ ��
����� ��
%�� �� �


�� 

��������� ����

 

 1 1 1
3 3 3

148000 118600 55120 107240$⋅ + ⋅ + ⋅ = . (
 
���� ������ 


��������
� ��
%�� 

���� �
 "here-and-now" �������
� (�
�� %�����
� �� 
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	���
��� ��
���� 	���� ��
��
 
�������
�
 ������� 1 2 3170, 80, 250x x x= = = ), 
�
 �������� �� �� 	�
����� �
 
�� ����� �
 �
�
��� %������� � 108390$. 
 
��	������ 180390 107240 1150$− =  � �������
� �� �
����
��
�
� ��	���� 
(value of the stochastic solution - VSS), �
�� �
������ 
��� %�����
� $� ��
� �
 


����� 

 1150$ �
 ��	
��, 

�
��� �� 	���
� ��
���� 	���� ��
��
 
�������
�
 
"��
-������
" ������� (

����
 �
 "here-and-now" �������
�), 
��
��� ��
��
 

�������
�
 ������� 

����
 �
 �-�

��
�. 
 
") ������ �� 
�����
���� �����#����� 
)
�������� �
 �

��
� �� �� 	�
����� �
�� ������ (��������� � ��

������) 
�� ��������� � �������� �� 10% �
����� ��� ����
� ��
 ��
�����
� � 10% 
�
���
�� ��� ����
� �

 ��
�����
�. �����
��������� 
��� ������ �� ����
� 
�� �� �������� �
 	�����
�� 

 ����
�
�. 
 
 
������ �� ���
���� (��

���������� �������) - 
�����#����. 
&
 
�
� ������ �� 	�
����� ���� %
��������� �� ���
��
� ����� 

  
1 2 3

1 2 3

1 2 3
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� ������ EVPI �	������ 70 57.5 12.5$− = . .
��� �	������ VSS �
 
�
� 
������? (	� ������� ��*� EVPI � VSS, ��
� Chapter 4 

 J. R. Birge, F. Louveaux – 
Introduction to Stochastic Programming) 
 
 
������. (�������� �� ���
� 

 

������� 
�������������� ����������� �� 
�


������� �� 	�
��� �
 Mathematica) 
 
(* min{c.x} subject to m.x � b and x�0 *) 
(* LinearProgramming[c,m,b] *) 
 
x=LinearProgramming[{1,1},{{5/2,1},{2/3,1}},{7,4}] 
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x=LinearProgramming[{1,1},{{1,1},{1/3,1}},{7,4}] 
 {0,7} 
 
x=LinearProgramming[{1,1},{{4,1},{1,1}},{7,4}] 
 {4,0} 
 
(* x3=1-x1-x2 *) 
x=LinearProgramming[{-45+57.5,-55+57.5},{{-1,0},{0,-1}},{-1,-1}] 
 {0.,0.} 
(* => x3=1 *) 
 
(* x  =  (x1, x2, x3, y1, y2, w1, w2, w3, w4) *) 
x=LinearProgramming[{150,230,260,238,210,-170,-150,-36,-10}, 
{{-1,-1,-1,0,0,0,0,0,0},{2.5,0,0,1,0,-1,0,0,0}, 
{0,3,0,0,1,0,-1,0,0},{0,0,20,0,0,0,0,-1,-1}, 
{0,0,0,0,0,0,0,-1,0}},{-500,200,240,0,-6000}] 
{120.,80.,300.,0.,0.,100.,0.,6000.,0.} 
{150,230,260,238,210,-170,-150,-36,-10}.x 
-118600. 
 
(* y = (y1, y2, w1, w2, w3, w4), x1 = 120, x2 = 80, x3 = 300 *) 
y=LinearProgramming[{238,210,-170,-150,-36,-10}, 
{{1,0,-1,0,0,0},{0,1,0,-1,0,0},{0,0,0,0,-1,-1},{0,0,0,0,-1,0}}, 
{200-3*120,240-3.6*80,0-24*300,-6000}] 
{0.,0.,160.,48.,6000.,1200.} 
{150,230,260}.{120,80,300}+{238,210,-170,-150,-36,-10}.y 
-148000. 
 
 
 
 


