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V. ГРАНИЧНИ ТЕОРЕМИ 
 

1. Неравенство на Чебишев. 
Закон на големите броеви на Колмогоров 

 
Нека X  е случајна променлива и 0ε > . Неравенството наЧебишев се среќава во повеќе 
облици, некои од нив се: 

(1) 
| |{| | } E XP X ε
ε

≥ ≤  (Основен Облик на Неравенство на Чебишев) 

(2) 2{| | } DXP X EX ε
ε

− ≥ ≤  (Неравенство на Чебишев) 

 
За низата случајни променливи 1 2, ,...X X  важи слабиот закон на големите броеви, ако 

за 0ε > , 1 1
1 1{| ( ) | } 0n n
k kk kn nP X E X ε= =− ≥ →∑ ∑ , кога n→∞ ,  

т.е. 1 1
1 1( )Pn n
k kk kn nX E X= =⎯⎯→∑ ∑ . 

 
За низата случајни променливи 1 2, ,...X X  важи силниот закон на големите броеви, ако 

1 1
1 1{ lim ( )} 1n n
k kk kn nn

P X E X= =→∞
= =∑ ∑ , т.е. . .1 1

1 1( )с сn n
k kk kn nX E X= =⎯⎯⎯→∑ ∑ . 

 
Теорема. (на Хинчин) Нека 1 2, ,...X X  се независни и еднакво распределени случајни 
променливи со kEX a= < +∞ , 1, 2,...k = , тогаш за низата 1 2, ,...X X  важи слабиот закон 

на големите броеви т.е. 1
1

Pn
kkn X a= ⎯⎯→∑ . 

Теорема. Нека 1 2, ,...X X  се независни случајни променливи со 0kEX = , 2
k kDX σ= , 

1, 2,...k =  и 
2

21
n

n n
σ∞

= < +∞∑ , тогаш за низата 1 2, ,...X X  важи силниот закон на големите 

броеви т.е. . .1
1 0с сn
kkn X= ⎯⎯⎯→∑ . 

 
 
1. Slu~ajnata golemina ξ  ima matemati~ko o~ekuvawe 3=ξM  i sredno kvadratno 
otstapuvawe 1,0=σ . So pomo{ na neravenstvoto na ^ebi{ev da se oceni 
verojatnosta }5,35,2{ <<ξP . 
 

Re{enie: 

 Za 0>x , va`i 2}|{|
x
DxMP ξξξ ≤≥−  (neravenstvo na ^ebi{ev). Bidej}i 

ξσ D= , imame deka 01,02 ==σξD , pa zatoa 

=<−=−<−<−=<< }5,0|{|}35,335,2{}5,35,2{ ξξξξξ MPMPP  

 96,011}5,0|{|1 25,0
01,0

5,0 2 =−=−≥≥−−= ξξξ DMP . 
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2. Matemati~koto o~ekuvawe na po~etnata brzina na kur{umot e 500m/s. So pomo{ 
na neravenstvoto na ^ebi{ev da se oceni od gore verojatnosta da pri ispukuvawe na 
proizvolen kur{um negovata po~etna brzina e ne pomala od 800m/s. 
 

Re{enie: 
 Neka ξ  e po~etna brzina na kur{um. Dadeno e deka 500=ξM . Se bara so 
pomo{ na neravenstvoto na ^ebi{ev da se oceni verojatnosta 

 625,0}800{ 800
500

800 ==≤≥ ξξ MP . 

 
3. Disperzijata na sekoja od 2500 nezavisni slu~ajni golemini e 5. Da se oceni 
verojatnosta deka otstapuvaweto na aritmeti~kata sredina na tie slu~ajni 
golemini od aritmeti~kata sredina na nivnite matemati~ki o~ekuvawa ne 
nadminuva 0,4. 
 

Re{enie: 
 Neka gi ozna~ime so 250021 ,,, ξξξ K  nezavisnite slu~ajni golemini i za niv e 

dadeno deka 5=iDξ , 2500,,2,1 K=i . So koristewe na neravenstvoto na ^ebi{ev i 
svojstvoto za disperzija od zbir na nezavisni slu~ajni golemini, imame 

 ≥≤−=≤− ∑∑∑∑
====

}4,0|)({|}4,0|{|
2500

1
2500

1
2500

1
2500

1
2500

1
2500

1
2500

1
2500

1

i
i

i
i

i
i

i
i MPMP ξξξξ  

 9875,0111 16,0

52500

16,04,0

)(
22500

1
2500

1
22500

1

2

2500

1
2500

1

=−=
∑

−=
∑

−≥
⋅⋅

== i
i

i
i DD ξξ

. 

 
4. Verojatnosta za pojavuvawe na nastanot A  vo bilo koj od n  nezavisni 

eksperimenti e 3
1=p . Da se opredeli minimalniot broj na eksperimenti taka {to 

so verojatnost ne pomala od 0,99 apsolutnoto otstapuvawe na relativnata ~estota 
od )(AP  ne nadminuva 0,01. 
 

Re{enie: 
 Slu~ajnata golemina ξ  - broj na pojavuvawa na nastanot A  vo serija od n  

nezavisni eksperimenti, ima binomna raspredelba ),( 3
1nB , od kade 3

nM =ξ  i 

9
2nD =ξ . Koli~nikot n

ξ  e relativnata ~estota pri sproveduvawe na eksperimentot 

n  pati. Se bara minimalniot priroden broj n  za koj va`i neravenstvoto 

       99,0}01,0|)({| ≥≤− APP n
ξ    

⇔  99,0}01,0|{| 3 ≥≤− nP nξ  

⇔  99,0}01,0|{| ≥≤− nMP ξξ  
 Od neravenstvoto na ^ebi{ev imame 

 2
9

2

2 )01,0()01,0(
11}01,0|{|

nn
D n

nMP −=−≥≤− ξξξ . 

 Za da e ispolneto neravenstvoto 99,0}01,0|)({| ≥≤− APP n
ξ , treba 

 99,01 2
9

2

)01,0(
≥−

n

n

 ⇔  2,222222≥n . 

 Zna~i, baraniot minimalen broj na eksperimenti e 222223=n . 
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5. Dadena e nizata od nezavisni slu~ajni golemini K,, 21 ξξ  so nivnite zakoni na 
raspredelba 

 
nnn

n
p

nn
121 1

0
−

−ξ
 K,2,1=n  

Dali va`i zakonot na golemi broevi za nizata }{ nξ ? 
 

Re{enie: 
 Za matemati~koto o~ekuvawe i disperzijata na sekoja od slu~ajnite 
golemini imame, 
 0)1(0)( 121 =⋅+−⋅+⋅−= nnnn nnMξ , Nn∈∀  

 2)()1(0)( 1222122 =⋅+−⋅+⋅−= nnnn nnMξ , Nn∈∀  

 202)( 222 =−=−= nnn MMD ξξξ , Nn∈∀  
 Od dobienite rezultati i so koristewe na neravenstvoto na ^ebi{ev i 
svojstvoto za disperzija od zbir na nezavisni slu~ajni golemini, imame deka za 
proizvolen 0>ε  va`i 

 ≥<−=<− ∑∑∑∑
====

}|)({|}|{|
1

1

1

1

1

1

1

1 εξξεξξ
n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in MPMP  

 11111 22
2
1

2
1

2
1

2
1

1

2
2)(

⎯⎯ →⎯−=−=
∑

−=
∑

−≥
∞→

⋅⋅
==

nn

nDD
n

n

i
i

n

n

i
in

εεε

ξ

ε

ξ
 

 Zna~i, za nizata nezavisni i od pogore dobienoto i ednakvo raspredeleni 
slu~ajni golemini }{ nξ  va`i zakonot na golemi broevi. 
 
6. Dali za nizata }{ nξ  od nezavisni slu~ajni golemini so raspredelbi 

 
2
1

2
1

lnln
p

nnn −ξ
, K,2,1=n  

va`i zakonot na golemite broevi ? 
 

Re{enie: 
 Za matemati~koto o~ekuvawe i disperzijata na slu~ajnite golemini nξ  
imame, 
 0ln)ln( 2

1
2
1 =⋅+⋅−= nnM nξ , 

 nnnM n ln)ln()ln( 2
12

2
122 =⋅+⋅−=ξ , 

 nnMMD nnn ln0ln)( 222 =−=−= ξξξ . 
 Neka 0>ε  e proizvolno, toga{ od 

 ≤==≤≥− ++++++++
++

2222
1

2

1
11 ln1ln)(

}|)({|
n

n
n
DDD

nn
nn

n
nn MP

εε
ξξ

ε
ξξξξ

ξξ

ε KKKK
K

 

 0222
lnln ⎯⎯ →⎯=≤

∞→nn
n

n
nn

εε
, 

sleduva deka 0)( 11 =⎯→⎯ ++++
n

P
n

nn M ξξξξ KK , odnosno va`i slabiot zakon na golemi 

broevi. 
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 Bidej}i K,, 21 ξξ  se nezavisni, 0=nMξ , nD n ln=ξ  i +∞<= ∑∑
∞

=

∞

= 1

ln

1
22

n n
n

n n
D nξ , 

(zatoa {to za 1≥x , 0)( 2
ln ≥=
x
xxf , )(xf  opa|a i +∞<∫

∞

1
)( dxxf ) sleduva deka  

0)( 11 .. =⎯⎯→⎯ ++++
n

cc
n

nn M ξξξξ KK , odnosno va`i silniot zakon na golemi broevi. 

 
 
 

2. Карактеристични функции 
 
Нека X  и Y  се (реални) случајни променливи. Математичко очекување на 
комплексна случајна променлива Z X iY= +  се дефинира како EZ EX iEY= + . 
 
Карактеристична функција на случајната променлива X  е функцијата 

( ) (cos sin )itX
X t Ee E tX i tXϕ = = + . 

Ако X  е од дискретен тип, тогаш 1( ) { }kitxitX
X kkt Ee e P X xϕ ∞

== = =∑ . 

Ако X  е од апсолутно непрекинат тип, тогаш ( ) ( )itX itx
X Xt Ee e p x dxϕ ∞

−∞= = ∫ . 

Корисни трансформации: 2sin
ix ixe e
ix
−−= , 2cos

ix ixe ex += . 

Својства: 
1) Y aX b= +  ⇒  ( ) ( )itb

Y Xt e atϕ ϕ=  

2) 1 2, ,..., nX X X  независни ⇒  
1 2 ... 1( ) ( )

n k
n

X X X Xkt tϕ ϕ+ + + ==∏  

3) 
( ) (0)k

k X
kEX
i

ϕ
=  

 
Инверзна формула на карактеристична функција за случајна променлива од 
апсолутно непрекинат тип: 
Ако | ( ) |X t dtϕ∞

−∞ < +∞∫ , тогаш 1
2( ) ( )itx

X Xp x e t dtπ ϕ∞ −
−∞= ∫ . 

 
 
1. Da se odredi zakonot na raspredelba na slu~ajnata golemina ξ , ako e dadena 

nejzinata karakteristi~na funkcija 2
2 cos)( titetf ⋅=ξ . 

 

Re{enie: 

 Od 22
22cos
itit

eet
−

+=  imame, 

 
ititeeittit eeeetf

itit
2
3

2
522

2
1

2
1

2
2

2
2 cos)( +=⋅=⋅=

−
+

ξ , 
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pa od definicijata na karakteristi~na funkcija kako matemati~ko o~ekuvawe od 
ξite , odnosno ξ

ξ
itMetf =)( , imame deka ξ  e slu~ajna golemina od diskreten kone~en 

tip, koja prima vrednosti },{ 2
5

2
3∈ξ  so verojatnosti 

 2
1

2
3}{ ==ξP  i 2

1
2
5}{ ==ξP . 

 
2. Neka e dadena nizata K,, 21 ξξ  od nezavisni slu~ajni golemini so gustini na 

raspredelba x
n
x exp
n

n
−= !)(ξ , 0>x . Dali za nizata }{ nξ  va`i zakonot na golemi 

broevi ? 
 

Re{enie: 
 Matemati~koto o~ekuvawe na nξ  e 

 1!
1

0

1
!

1

0
! +

∞
−+

∞
− ==⋅= ∫∫ nn

xn
n

x
n
x

n IdxexdxexM
n

ξ , 

kade !
0

ndxexI xn
n == ∫

∞
− , pa toga{ 

 1)!1(!
1

1!
1 +=+== + nnIM nnnnξ . 

 Voveduvame novi slu~ajni golemini 

n
nnn

k
kn

n

k
kn

n

k
knn M 2

)2)(1(

1

1

1

1

1

1 ++

===
−=−= ∑∑∑ ξξξη , K,2,1=n  

i ako poka`eme deka nizata }{ nη  konvergira po verojatnost, odnosno skoro sigurno 

kon 0, toga{ za nizata }{ nξ  va`i slabiot, odnosno silniot zakon na golemi broevi. 

 Karakteristi~nite gunkcii na nξ  se 

 nn
xitn

n
x

n
xitxit JdxexdxeeMetf
n

n
n !

1

0

)1(
!

1

0
!)( ==⋅== ∫∫

∞
−

∞
−ξ

ξ , 

kade 1)1(
!

0

)1(
+−

∞
− == ∫ nit

nxitn
n dxexJ , pa toga{ 

 11 )1(
1

)1(
!

!
1)( ++ −−

=⋅= nnn itit
n

ntfξ . 

 Od K,, 21 ξξ  nezavisni imame, 

 
2

)2)(1(

1 )1(

1

1
)()( ++

= −=
==

∑
∏ nnkn

k
k it

n

k
tftf ξ

ξ
, od kade 

 
2

)2)(1(
2

)2)(1(

1

2
)2)(1(

)1(

1)()( ++

++

=

++

−

−−
⋅=

∑
⋅= nn

n
t

n
nn

n

k
k

n
nn

n
i

it
n
tit efetf

ξ
η , od kade 

 =−−−= ++++ )1ln()(ln 2
)2)(1(

2
)2)(1(

n
tnn

n
nn iittf

nη  

       =−−−−−= ++++ ))()(( 2
12

2
1

2
)2)(1(

2
)2)(1(

nn
t

n
tnn

n
nn iiit ο  

       =+−+−= ++++++ )( 22

2 1
2

)2)(1(
2
1

2
)2)(1(

2
)2)(1(

n
nn

n
t

n
nn

n
nn itit ο  
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       4
1

2
)2)(1(

2
1 2

22

2
)( t

nn
nn

n
t −⎯⎯ →⎯+−=

∞→
++ ο , 

odnosno 

 4
2

)(
t

n
etf

n
−

∞→
⎯⎯ →⎯η , pa μη ⇒n , kade ),0(: 2

1Nμ . 

 Zna~i nizata }{ nη  ne konvergira po raspredelba kon 0, pa taa ne konvergira 

ni po verojatnost kon 0 i ne konvergira skoro sigurno kon 0. Pa, za nizata }{ nξ  ne 
va`i zakonot na golemi broevi. 
 

3. Dadena e nizata od nezavisni slu~ajni golemini K,, 21 ξξ , taka {to nξ  ima 2
nχ  

raspredelba, K,2,1=n  i nn
nξη = , K,2,1=n . Doka`i deka nizata }{ nη  konvergira po 

verojatnost kon 1. 
 

Re{enie: 

 I na~in: Ako 2: nn χξ , zna~i deka nξ  imaat Gama raspredelba so parametri 

2
n=α  i 2

1=λ , odnosno nivnite gustini na raspredelba se 

 
)(2 2

2

2
1

2)(
n

n

xn

n
exxp
Γ

−−

=ξ , 0≥x , od kade nM n =ξ  i nD n 2=ξ . 

 Toga{ od neravenstvoto na ^ebi{ev imame, 

 0}|{|}|1{|}|1{| 222
2

)(
2

)(
⎯⎯ →⎯==≤>−=>−=>−
∞→nnn

n
n
D

nnn
nn nnPPP

εεε
ξξ εξεεη , 

odnosno 1⎯→⎯P
nη . 

 II na~in: Ako 2: nn χξ , toga{ ∑
=

=
n

k
kn

1

2μξ , kade )1,0(: 2Nkμ  i kμ , nk ,,1 K=  se 

nezavisnislu~ajni golemini. Toga{, 

 ∑
=

==
n

k
knnn

n

1

21 μη ξ . 

 Od kμ , nk ,,1 K=  nezavisni i ednakvo raspredeleni, sleduva deka i 2
kμ , 

nk ,,1 K=  se nezavisni i ednakvo raspredeleni i bidej}i 

 ∞<=+=+= 101)( 222
kkk MDM μμμ , 

ispolneti se uslovite od teoremata na Hin~in, pa sleduva deka 1
1

21 ⎯→⎯∑
=

Pn

k
kn μ , 

odnosno 1⎯→⎯P
nη . 

 

4. Нека 
2 /2( ) t

X t eϕ −=  е карактеристична функција на случајната променлива X  од 
апсолутно непрекинат тип. Најди ја распределбата на X . 
Решение: 
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2( )2 2
2

2 2

/2 /21 1 1
2 2 2

/2 /21 1
2 2

( ) ( )

2

t ix
itx itx t x

X X

x x

p x e t dt e e dt e e dt

e e

π π π

π π

ϕ

π

−−∞ ∞ ∞− − − −
−∞ −∞ −∞

− −

= = = =

= ⋅ =

∫ ∫ ∫
 

2(0,1 )X N⇒  
 
5. Најди ја густината на распределба на случајната промелива X  со карактеристична 
функција  

1 | |, | | 1
( )

0, | | 1
t t

t
t

ϕ
− ≤⎧

= ⎨ >⎩
 

Решение: 

2 2 2

11 1
12 2

0 11 1
1 02 2

1 cos1 1
22

( ) ( ) (1 | |)

(1 ) (1 )

(2 ) (1 )
ix ix

itx itx
X X

itx itx

ix ix e e x
x x x

p x e t dt e t dt

e t dt e t dt

e e

π π

π π

π π π

ϕ

−

∞ − −
−∞ −

− −
−

− + −

= = − =

= + + − =

= − − = − =

∫ ∫

∫ ∫  

 
6. Da se poka`e deka ako nξξξ ,,, 21 K  se nezavisni slu~ajni golemini so )1,0( 2N  
raspredelbi, toga{ isto takva raspredelba ima slu~ajnata golemina 

a) )( 21
1

nnn ξξξη +++= K , 

b) )( 2211
1

22
2

2
1

nn
ccc

n ccc
n

ξξξμ +++=
+++

K
K

, kade .constck = , nk ,,2,1 K= . 

 

Re{enie: 

 Ako )1,0(: 2Nkξ , nk ,,2,1 K= , toga{ nivnite karakteristi~ni funkcii se 

2
2

)(
t

k
etf −

=ξ , nk ,,2,1 K= . 

a) Od nezavisnosta na nξξξ ,,, 21 K  imame, 

 2
2

2
2

21
11

)()(
ntt

kn
eetftf

n

k

n

k

−

=

−

=
+++ === ∏∏ ξξξξ K , 

pa karakteristi~nata funkcija na nη  e 

 2
22

2
2121

1
)(

)( )()()(
t

n
tn

nnn
n

eeftftf
n
t −−

++++++ ==== ξξξξξξη KK
, 

od kade sleduva deka )1,0(: 2Nnη . 
 
7. Neka )(tfξ  e karakteristi~nata funkcija za slu~ajnata golemina ξ . Da se izrazi 

zbirot )(cos)(sin ξξ DD +  preku )1(ξf . 
 

Odgovor: 2|)1(|1)(cos)(sin ξξξ fDD −=+  
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8. Neka slu~ajniot vektor ),( ηξ  ima )(KU , kade }1|),{( 22 ≤+= yxyxK . Da se najde 

karakteristi~nata funkcija )(tfμ  za slu~ajnata golemina ξ
ημ arctg= . 

 

Re{enie: 

 Od )(:),( KUηξ  i ππ == 21)(Km , sleduva deka gustinata na raspredelba na 
),( ηξ  e 

 
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Kyx
Kyx

yxp
),(,
),(,

0
),(

1
πξη  

 Raspredelbata na slu~ajniot vektor ),( νμ , kade ξ
ημ arctg= , ξν = , odnosno 

νξ = , μνη tg=  i 
μ

ννμ 2cos
),( −=J  e 

 
u

vvuJvuvupvup 2cos
||1|),(|)),(),,((),( ⋅=⋅= πξημν ηξ , za 1222 ≤+ utgvv , 

od kade marginalnata raspredelba na μ  e 

 ππμνμ 2
1

1 cos
||1

222
2),()( =⋅== ∫∫

≤+

∞

∞− utgvv u
v dvdvvupup , za π20 << u , 

zna~i )2,0(: πμ U , od kade nejzinata karakteristi~na funkcija e 

 πμ
π

2
12

)( it
eittf −= . 

 
 
 

3. Конвергенција на низи од случајни променливи 
 
Нека 1 2, ,...X X  е низа од случајни пронемливи и X  е случајна променлива 
дефинирани над ист простор на веројатност. 
1) Низата 1 2, ,...X X  конвергира по распределба (или слабо конвергира) кон X , 
ако lim ( ) ( )n

n
F x F x

→∞
= , каде ( )nF x  е функција на распределба на случајната 

променлива nX , 1, 2,...n = , додека ( )F x  е функција на распределба на случајната 
променлива X . Ознака: nX X⇒ . 
2) Низата 1 2, ,...X X  конвергира по веројатност кон X , ако за секој 0ε > , 

lim {| | } 0n
n

P X X ε
→∞

− ≥ = . Ознака: P
nX X⎯⎯→ . 

3) Низата 1 2, ,...X X  конвергира скоро сигурно (или со веројатност 1) кон X , ако 

{ lim } 1n
n

P X X
→∞

= = . Ознака: . .с с
nX X⎯⎯⎯→ . 

4) Низата 1 2, ,...X X  конвергира средно квадратно (во средно со ред r=2) кон X , 

ако 2lim ( ) 0n
n

E X X
→∞

− = . Ознака: 2
nX X⎯⎯→ . 
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Лема на Борел-Кантели. Нека { }nA  е низа од случајни настани. Ако 

1 ( )nn P A∞
= < +∞∑ , тогаш { : за бесконечномногу } 0nP w w A n∈ = . 

 
Својства. 
1) . .с с

nX X⎯⎯⎯→  ⇒  P
nX X⎯⎯→  

2) 2
nX X⎯⎯→  ⇒  P

nX X⎯⎯→  

3) P
nX X⎯⎯→  ⇒  nX X⇒  

 
 
1. Neka K,, 21 ξξ  se nezavisni slu~ajni golemini so zakoni na raspredelba 

 
222 )1(

2
)1(

5
)1(

3 1
0

+++
−

−

nnn

n
p

nnξ
, K,3,2=n  

Da se ispitaat site ~etiri vida na konvergencija na nizata }{ nξ . 
 

Re{enie: 
 Neka 0>ε  e proizvolno, od 

 +∞<≤==+−==≥ ∑∑∑∑
∞

= +

∞

= +

∞

=

∞

= 1 )1(
5

][ )1(
5

][1
22}){}{(}|{|

n nn nn
nn

n
n nPnPP

εε
ξξεξ , 

i od lemata na Borel - Kanteli, sleduva deka 
 ,|:|{ εξω ≥nP za beskone~no mnogu 0}=n , odnosno 

 0}0)(lim:{ =≠
∞→

ωξω n
n

P , od kade 0..⎯⎯→⎯ cc
nξ  (nizata }{ nξ  konvergira skoro 

sigurno kon 0). 
 Od konvergencijata skoro sigurno, sleduva konvergencija po verojatnost, 

odnosno 0⎯→⎯P
nξ . Od konvergencijata po verojatnost, sleduva konvergencija po 

raspredelba ili slaba konvergencija, odnosno 0⇒nξ . 
 Za ispituvawe na sredno kvadratna konvergencija, se nao|a 

 =⋅+−⋅+⋅−==−
+++ 222 )1(
22

)1(
52

)1(
3222 )1(0)(|0|

nnnnn nnMM ξξ  

 052

2

)1(
5 ≠⎯⎯ →⎯=

∞→+ nn
n , 

zna~i nizata }{ nξ  ne konvergira sredno kvadratno kon 0. 
 Za 0>r , imame 

 2222 )1(
5

)1(
2

)1(
5

)1(
3 ||)1(0|||||0|

++++
=⋅+−⋅+⋅−==−
n
n

n
r

n
r

n
rr

n
r

n
r

nnMM ξξ , 

od kade za 20 << r , 0|0| ⎯⎯ →⎯−
∞→n

r
nM ξ , dodeka za 2>r , ∞⎯⎯ →⎯−

∞→n
r

nM |0|ξ . Pa 

zna~i nizata }{ nξ  konvergira vo sredno so red r , 20 << r  kon 0 i }{ nξ  ne 
konvergira vo sredno so red r , 2≥r  kon 0. 
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2. Slu~ajnite golemini nξ , K,2,1=n  imaat ),0( 1
nU  raspredelbi, dodeka slu~ajnite 

golemini nη , K,2,1=n  se nezavisni od nξ , K,2,1=n  i se zadadeni so zakonite na 
raspredelba 

 
2
1

2
1

10
p

nnη , K,2,1=n  

Da se ispitaat sete ~etiri vida na konvergencija na nizata }{ nμ , kade nnn ηξμ += , 
K,2,1=n . 

 

Re{enie: 

 Od nnnM 2
11

2
1 )0( =+=ξ  i 212

121
12
1 )0(

nnnD =−=ξ , imame 

22 3
12

2
1

12
122 )()(

nnnnnn MDM =+=+= ξξξ , 

dodeka od nnnM 2
1

2
11

2
10 =⋅+⋅=η  i 22

1
2
121

2
122 )(0

nnnM =⋅+⋅=η , imame 

 22 4
12

2
1

2
122 )()(

nnnnnn MMD =−=−= ηηη . 

 Pa od nezavisnosta na nξ  i nη , K,2,1=n  za matemati~koto o~ekuvawe i 

disperzijata na nμ  dobivame, 

nnnnnnnn MMMM 1
2
1

2
1)( =+=+=+= ηξηξμ , 

222 3
1

4
1

12
1)(

nnnnnnnn DDDD =+=+=+= ηξηξμ . 

 Ispituvame konvergencija na nizata }{ nμ  kon 0. 

 Koristej}i gi goredobienite brojni karakteristiki za nξ  i nη , kako i 

nezavisnista na nξ  i nη , K,2,1=n , za srednokvadratnata konvergencija na }{ nμ  kon 
0, imame 

 =++=+==− )2()(|0| 22222
nnnnnnnn MMMM ηηξξηξμμ  

 022 222 3
4

2
1

2
1

2
1

3
122 →=+⋅⋅+=++=

nnnnnnnnn MMMM ηηξξ , koga ∞→n , 

odnosno 02⎯→⎯nμ , od kade sleduva deka 0⎯→⎯P
nμ , od kade pak 0⇒nμ . 

 Koristej}i go neravenstvoto na ^ebi{ev, za konvergencijata skoro sigurno 
na nizata }{ nμ  kon 0, imame za 0>ε  e proizvolno, 

 ≤−<−<−−−=<<−−=<−=≥ }{1}{1}|{|1}|{| 111
nnnnnnn PPPP εμεεμεεμεμ  

=−<−−=−<−−=−<−<+−−≤ }|{|1}|{|1}{1 111111
nnnnnnnnnn MPPP εμμεμεμε  

221 )1(3
1

)(
1}|{|

−−
=≤−≥−=

n
D

nnn
n

nMP
εε

μεμμ , od kade 

 +∞<≤≥ ∑∑
∞

= −

∞

= 1 )1(3
1

1
2}|{|

n nn
nP

ε
εμ , pa od lemata na Borel - Kanteli, sleduva deka 

 ,|:|{ εμω ≥nP za beskone~no mnogu 0}=n , odnosno 

 0}0)(lim:{ =≠
∞→

ωμω n
n

P , od kade 0..⎯⎯→⎯ cc
nμ . 
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3. Neka e dadena nizata K,, 21 ξξ  od slu~ajni golemini so isti )1,0(U  raspredelbi. 

Poka`i deka nizata n
n
n )1( ξ+ , K,2,1=n  slabo konvergira kon 1ξe . 

 

Re{enie: 
 I na~in: Od )1,0(:Unξ  za gustinata na raspredelba na nξ  imame, 

 
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
)1,0(,
)1,0(,

0
1

)(
x
x

xp
nξ , K,2,1=n , 

pa funkcijata na raspredelba na 1ξe  

 ==≤=≤= ∫
∞−

x

e duupxPxePxF
ln

1 )(}ln{}{)(
1

1
1 ξ

ξ ξξ  

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
= ∫

ex
ex

x
x

x
x

x
du
x

,
1,

1,

1
ln
0

1ln,
1ln0,

0ln,

1

0
ln

0
 

dodeka za funkcijata na raspredelba na n
n
n )1( ξ+  imame, 

 ==−≤=≤+= ∫
−

∞−
+

)1(

)1(

1
1

)()}1({})1{()(
n

n
nn

n
n
n

xn
n

n
n duupxnPxPxF ξ
ξ ξξ  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
⎯⎯ →⎯

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+≥

+<≤

<

−=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥−

<−≤

<−

=
∞→

−
∫

ex
ex

x
x

x

x

x

xn

xn

xn

xn

du
n

n
n

n
n

xn
n

n

n

n

n

,
1,

1,

1
ln
0

)1(,

)1(1,

1,

1

)1(

0

1)1(,

1)1(0,

0)1(,

1

0

1

1
)1(

0

1

1

1

1

1

, 

zna~i 1)1( ξξ en
n
n ⇒+ . 

 II na~in: So karakteristi~ni funkcii. 

 ⎯⎯ →⎯===
∞→

+∞

∞−

++
+ ∫∫ n

ititit dxedxxpeMetf
n

n
x

n

n
n
xn

n
n

n
n
n

1

0

)1()1()1(
)1(

)()( ξ

ξ

ξ  

)(1
11

0
tfMedxe e

iteitex
ξ

ξ
==→ ∫ , od kade )()( 1)1(

xFxF en
n
n ξξ →

+
 po to~ki, odnosno 

1)1( ξξ en
n
n ⇒+ . 

 
4. Doka`i deka ako za nizata K,, 21 ξξ  va`i ba n ≤≤ξ , kade +∞<<<∞− ba , za 

K,2,1=n  i ako ξξ ⎯→⎯P
n , toga{ ξξ ⎯→⎯2

n . 
 

Re{enie: 

 Od ξξ ⎯→⎯P
n  i ba n ≤≤ξ , za K,2,1=n , sleduva deka ba ≤≤ξ . Ponatamu, za 

0>ε  proizvolno, 

 ≤−+−=− ≥−<− }|{|
2

}|{|
22 )()()( εξξεξξ ξξξξξξ

nn
II nnn  

 }|{|
22

}|{|
2

}|{|
2 )()( εξξεξξεξξ εε ≥−≥−<− −+≤−+≤

nnn
IabIabI , 
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pa toga{, 
222

}|{|
222 }|{|)())(()( εεξξεεξξ εξξ ⎯⎯ →⎯≥−−+=−+≤−

∞→≥− nnn PabIabMM
n

, 

zatoa {to od ξξ ⎯→⎯P
n , sleduva deka 0}|{| ⎯⎯ →⎯≥−

∞→nnP εξξ . 

 Bidej}i 0>ε  e proizvolno, mo`e da go odbereme taka da 0→ε  i toga{ 

 0)( 2 ⎯⎯ →⎯−
∞→nnM ξξ , od kade ξξ ⎯→⎯2

n . 

 
5. Neka e dadena nizata K,, 21 ξξ  od nezavisni slu~ajni golemini so gustini na 

raspredelba x
n
x exp
n

n
−= !)(ξ , 0>x . Dali za nizata }{ nξ  va`i zakonot na golemi 

broevi ? 
 

Re{enie: 
 Matemati~koto o~ekuvawe na nξ  e 

 1!
1

0

1
!

1

0
! +

∞
−+

∞
− ==⋅= ∫∫ nn

xn
n

x
n
x

n IdxexdxexM
n

ξ , 

kade !
0

ndxexI xn
n == ∫

∞
− , pa toga{ 

 1)!1(!
1

1!
1 +=+== + nnIM nnnnξ . 

 Voveduvame novi slu~ajni golemini 

n
nnn

k
kn

n

k
kn

n

k
knn M 2

)2)(1(

1

1

1

1

1

1 ++

===
−=−= ∑∑∑ ξξξη , K,2,1=n  

i ako poka`eme deka nizata }{ nη  konvergira po verojatnost, odnosno skoro sigurno 

kon 0, toga{ za nizata }{ nξ  va`i slabiot, odnosno silniot zakon na golemi broevi. 

 Karakteristi~nite gunkcii na nξ  se 

 nn
xitn

n
x

n
xitxit JdxexdxeeMetf
n

n
n !

1

0

)1(
!

1

0
!)( ==⋅== ∫∫

∞
−

∞
−ξ

ξ , 

kade 1)1(
!

0

)1(
+−

∞
− == ∫ nit

nxitn
n dxexJ , pa toga{ 

 11 )1(
1

)1(
!

!
1)( ++ −−

=⋅= nnn itit
n

ntfξ . 

 Od K,, 21 ξξ  nezavisni imame, 

 
2

)2)(1(

1 )1(

1

1
)()( ++

= −=
==

∑
∏ nnkn

k
k it

n

k
tftf ξ

ξ
, od kade 

 
2

)2)(1(
2

)2)(1(

1

2
)2)(1(

)1(

1)()( ++

++

=

++

−

−−
⋅=

∑
⋅= nn

n
t

n
nn

n

k
k

n
nn

n
i

it
n
tit efetf

ξ
η , od kade 

 =−−−= ++++ )1ln()(ln 2
)2)(1(

2
)2)(1(

n
tnn

n
nn iittf

nη  

       =−−−−−= ++++ ))()(( 2
12

2
1

2
)2)(1(

2
)2)(1(

nn
t

n
tnn

n
nn iiit ο  
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       =+−+−= ++++++ )( 22

2 1
2

)2)(1(
2
1

2
)2)(1(

2
)2)(1(

n
nn

n
t

n
nn

n
nn itit ο  

       4
1

2
)2)(1(

2
1 2

22

2
)( t

nn
nn

n
t −⎯⎯ →⎯+−=

∞→
++ ο , 

odnosno 

 4
2

)(
t

n
etf

n
−

∞→
⎯⎯ →⎯η , pa μη ⇒n , kade ),0(: 2

1Nμ . 

 Zna~i nizata }{ nη  ne konvergira po raspredelba kon 0, pa taa ne konvergira 

ni po verojatnost kon 0 i ne konvergira skoro sigurno kon 0. Pa, za nizata }{ nξ  ne 
va`i zakonot na golemi broevi. 
 

6. Dadena e nizata od nezavisni slu~ajni golemini K,, 21 ξξ , taka {to nξ  ima 2
nχ  

raspredelba, K,2,1=n  i nn
nξη = , K,2,1=n . Doka`i deka nizata }{ nη  konvergira po 

verojatnost kon 1. 
 

Re{enie: 

 I na~in: Ako 2: nn χξ , zna~i deka nξ  imaat Gama raspredelba so parametri 

2
n=α  i 2

1=λ , odnosno nivnite gustini na raspredelba se 

 
)(2 2

2

2
1

2)(
n

n

xn

n
exxp
Γ

−−

=ξ , 0≥x , od kade nM n =ξ  i nD n 2=ξ . 

 Toga{ od neravenstvoto na ^ebi{ev imame, 

 0}|{|}|1{|}|1{| 222
2

)(
2

)(
⎯⎯ →⎯==≤>−=>−=>−
∞→nnn

n
n
D

nnn
nn nnPPP

εεε
ξξ εξεεη , 

odnosno 1⎯→⎯P
nη . 

 II na~in: Ako 2: nn χξ , toga{ ∑
=

=
n

k
kn

1

2μξ , kade )1,0(: 2Nkμ  i kμ , nk ,,1 K=  se 

nezavisnislu~ajni golemini. Toga{, 

 ∑
=

==
n

k
knnn

n

1

21 μη ξ . 

 Od kμ , nk ,,1 K=  nezavisni i ednakvo raspredeleni, sleduva deka i 2
kμ , 

nk ,,1 K=  se nezavisni i ednakvo raspredeleni i bidej}i 

 ∞<=+=+= 101)( 222
kkk MDM μμμ , 

ispolneti se uslovite od teoremata na Hin~in, pa sleduva deka 1
1

21 ⎯→⎯∑
=

Pn

k
kn μ , 

odnosno 1⎯→⎯P
nη . 

 
4. Централна гранична теорема 

 
Нека 1 2, ,...X X  се независни и еднакво распределени сличајни променливи со kEX a=  и 

2
kDX σ= , 1, 2,...k = , тогаш за 0x > , 



 14

  1 ... 1
02lim { } ( )nX X na

nn
P x x

σ
+ + −

⋅→∞
< = +Φ , 

каде 
2 /21

0 02
( ) x ux e du

π
−Φ = ∫  е интегралот на Лаплас. 

 
1. Slu~ajnata golemina ξ  e aritmeti~ka sredina na 3200 nezavisni i ednakvo 
raspredeleni slu~ajni golemini so matemati~ko o~ekuvawe 3 i disperzija 2. Da se 
najde verojatnosta )}075,3;95,2({ ∈ξP . 
 

Re{enie: 

 Neka ∑
=

=
3200

1
3200

1

k
kξξ , kade kξ , 3200,,1 K=k  se nezavisni i ednakvo 

raspredeleni slu~ajni golemini so 3=kMξ  i 2=kDξ , 3200,,1 K=k , toga{ za kξ , 
3200,,1 K=k  ja koristime centralnata grani~na teorema, pa imame 

 =<<=<<=∈ ∑
=

}075,395,2{}075,395,2{)}075,3;95,2({
3200

1
3200

1

k
kPPP ξξξ  

 =<<=<<=
⋅

⋅−
⋅

⋅−∑

⋅
⋅−

=

=∑ }{}98409440{
32002

332009840
32002

33200

32002
332009440

3200

1

3200

1k
k

PP
k

k

ξ
ξ  

 97590,047725,049865,0)2()3(}32{ 0032002

33200
3200

1 =+=−Φ−Φ≈<<−=
⋅

⋅−∑
=k
k

P
ξ

, 

kade ∫
−

=Φ
x

duex
u

02
1

0 2
2

)(
π

 e funkcijata na Laplas, ~ii vrednosti se ~itaat od 

tablica. 
 

2. So primena na centralna grani~na teorema doka`i deka 2
1

0
!lim =∑

=

−

∞→

n

k
k
nn

n

k
e . 

 

Re{enie: 
 Neka KK ,,,, 21 nξξξ  se nezavisni i ednakvo raspredeleni slu~ajni golemini 

so )1(P  raspredelbi. Neka nn ξξξη +++= K21 , toga{ nη  ima isto taka Poasonova 

raspredelba, no so parametar n , odnosno )(: nPnη , od kade zakonot na raspredelba 

na nη  e 

 n
k
n

n ekP
k −== !}{η , K,1,0=k , 

toga{ 

 ≈≤≤−=≤≤=≤≤=
⋅
⋅−

⋅
⋅−

⋅
⋅−

⋅
⋅−

=

− ∑ }0{}{}0{
1

1
1

1
1

1
1

10

0
! n

n
n
nn

n
n

n
n

n
n

k
k
nn nnk

nPPnPe ηηη  

 2
1

00000 )()()0()()0( →Φ=Φ+Φ=−Φ−Φ≈ nnn , koga ∞→n , 

{to treba{e da se doka`e. 
 
3. Vo eden proces na sobirawe, broevite se zaokru`uvaat na najbliskiot cel broj. 
Pretpostavuvame deka gre{kite na zaokru`uvawe se nezavisni i ramnomerno 
raspredeleni na )5,0;5,0(− . 
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a) Ako se sobiraat 1500 broevi, kolkava e verojatnosta deka apsolutnata 
vrednost na vkupnata gre{ka }e nadmine 15 ? 

b) Kolku najmnogu broevi mo`e da se soberat, za da so verojatnost 0,9, 
apsolutnata vrednost na vkupnata gre{ka bide pomala od 10 ? 

 

Re{enie: 
 Neka kξ  e gre{kata na zaokru`uvawe na k -tiot broj, nk ,,1 K=  toga{ kξ , 

nk ,,1 K=  se nezavisni i ednakvo raspredeleni slu~ajni golemini so )5,0;5,0(−U  

raspredelbi, od kade 02
5,05,0 == +−

kMξ  i 12
1

12
)5,05,0( 2
== +

kDξ ,  nk ,,1 K= . Vkupnata 

gre{ka e ∑
=

=
n

k
kn

1
ξη . 

 a) Ako 1500=n , se bara verojatnosta 
=≤≤−−=≤−=> }1515{1}15|{|1}15|{| 150015001500 ηηη PPP  

=Φ+Φ−≈≤≤−=
⋅

⋅−−
⋅

⋅−
⋅

⋅−
⋅

⋅−

⋅
⋅−− )()(1}{1

1500
0150015

0
1500

0150015
0

1500
0150015

1500

01500

1500
0150015

12
1

12
1

12
1

12
1

1500

12
1

ηP  

 18024,040988,021)34,1(21)(21 05
3

0 =⋅−=Φ−=Φ−= . 

 b) Se bara n  za koe 9,0}10|{| =<nP η , od kade so primena na centralnata 
grani~na teorema, dobivame 

 =<<=<<−=
⋅
⋅−

⋅

⋅−

⋅
⋅−− }{}1010{9,0

12
1

12
1

12
1

0100010
n

n
n

n

n
n

n
nPP ηη  

      )(2)()( 1210
0

010
0

010
0

12
1

12
1 nn

n
n

n Φ=Φ−Φ=
⋅
⋅−−

⋅
⋅− , 

od kade 45,0)( 1210
0 =Φ

n
, pa od tablica se nao|a deka 645,11210 =

n
 za da kone~no 

441=n . 
 
4. Vo 100 kutii se raspredeleni crni i beli top~iwa. Brojot na crni top~iwa po 
kutija e slu~ajna golemina so )1(P  raspredelba. Da se najde verojatnosta deka 
vkupniot broj na crni top~iwa vo site 100 kutii e pogolem od 120. 
 

Odgovor: 02275,0=p . 


