
5

Metodi na bezuslovna optimizacija

5.1 Uslovi za optimalnost

Da ja razgledame zadaqata na bezuslovna optimizacija

min
x∈Rn

f(x), (5.1)

kade f : R
n → R e dva pati neprekinato diferencijabilna funkcija.

Definicija 5.1. Za toqkata x∗ ∈ R
n velime deka e

(i) toqka na globalen minimum za f ako f(x∗) ≤ f(x) za site x ∈ R
n,

(ii) toqka na (slab) lokalen minimum za f ako postoi okolina U na x∗ taka
da f(x∗) ≤ f(x) za x ∈ U ,

(iii) toqka na strog lokalen minimum (ili toqka na silen lokalen minimum)
za f ako postoi okolina U na x∗ taka da f(x∗) ≤ f(x) za x ∈ U pri x 6= x∗,

(iv) toqka na izoliran lokalen minimum za f vo X ako postoi okolina U na
x∗ taka da x∗ e edinstvena toqka na lokalen minimum vo U .

Zabelexka 5.1. Sekoja toqka na izoliran lokalen minimum e toqka na strog
lokalen minimum, no obratnoto tvrdeǌe ne sekogax e toqno. Na primer,
funkcijata

f(x) = x4 cos
1

x
+ 2x4, f(0) = 0

koja e dva pati neprekinato diferencijabilna, ima strog lokalen minimum
vo toqkata x∗ = 0 koj ne e izoliran, bidejḱi vo okolina na x∗ = 0 postojat
mnogu toqki na strog lokalen minimum xn, i tie mo� e da se oznaqat taka da
x

n
→ 0 koga n → ∞ .



34 5. Metodi na bezuslovna optimizacija

Teorema 5.1 (Potrebni uslovi za optimalnost od prv red). Ako x∗ e toqka
na lokalen minimum na f od zadaqata (5.1) i f e neprekinato diferencijabilna
na otvorena okolina na x∗, togax ∇f(x∗) = 0 .

Dokaz. (dokaz vo N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 2 .2 .)

T oq kata x∗ koja go zadovoluva uslovot ∇f(x∗) = 0 se nar ekuva stacionarna
toqka. S por ed T eor ema 5 .1 , sekoja toq ka na lokalen minimum e stacionar na
toq ka.

Teorema 5.2 (Potrebni uslovi za optimalnost od vtor red). Ako x∗ e toqka
na lokalen minimum na f od zadaqata (5.1) i ∇2f e neprekinat na otvorena
okolina na x∗, togax ∇f(x∗) = 0 i ∇2f(x∗) e pozitivno poludefiniten.

Dokaz. (dokaz vo N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 2 .3 .)

Teorema 5.3 (Dovolni uslovi za optimalnost od vtor red). D a pret-
postavime deka ∇2f e neprekinat na otvorena okolina na x∗ i deka ∇f(x∗) = 0
i ∇2f(x∗) e pozitivno definiten. T ogax x∗ e toqka na strog lokalen minimum
na f od zadaqata (5.1).

Dokaz. (dokaz vo N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 2 .4 .)

Z abelex ka 5.2. D ovolnite uslovi od vtor r ed ne se i potr ebni, x to znaq i
deka mo� e toq kata x∗ da bide toq ka na str og lokalen minimum, a da ne gi
zadovoluva dovolnite uslovi. N a pr imer , f unkcijata f(x) = x4 ima toq ka
na str og lokalen minimum x∗ = 0 vo koja H esijanot se anulir a, i zatoa ne e
pozitivno def initen.

Teorema 5.4. Ako f e konveksna, togax sekoja toqka na lokalen minimum x∗ e
toqka na globalen minimum na f od zadaqata (5.1). Ako uxte f e i diferenci-
jabilna, togax sekoja stacionarna toqka x∗ e toqka na globalen minimum na
f od zadaqata (5.1).

Dokaz. (dokaz vo N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 2 .5 .)

N a ovie r ezultati se temelat algor itmite za bezuslovna optimizacija.
I meno, algor itmite za bezuslovna optimizacija bar aat toq ka vo koja gr a-
dientot na f se anulir a. P r i pr aktiq na implementacija na algor itmite,
eden od najkor istenite k r iter iumi za zapir aǌ e e toj da vr ednosta ‖∇f(xk)‖
e pomala od nekoja odnapr ed dadena toq nost, kade xk e k-toto pr ibli� uvaǌ e
gener ir ano od algor itmot.
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5.2 Opxti postavki za metodite na bezuslovna

optimizacija

O biq no metodite na bezuslovna optimizacija ne garantiraat deka ḱ e najdat
globalno rex enie na zadaq ata (5 .1 ), tuku rex enie koe e optimalno vo nekoja
negova okolina. D a go oznaq ime ova lokalno rex enie so x∗.

V o opx t sluq aj, metodite na bezuslovna optimizacija se iterativni metodi,
x to znaq i deka poq nuvajḱi od nekoja poqetna toqka x0, soodvetniot algori-
tam generira niza od iteracii {xk} spored iterativnata f ormula

xk+1 = xk + αkpk, k = 0, 1, 2, ..., (5.2)

kade pk ∈ R
n e pravecot na prebaruvaǌe i αk > 0 e dol�inata na qekorot

po pravecot pk. I terativnoto pravilo obiq no se pravi so cel da se dobie
monotona opaǵaq ka niza {f(xk)} od vrednosti na f unkcijata na celta. E den
dovolen uslov za toa e da pravecot pk bide opaǵaqki pravec, odnosno da va� i

pT

k
∇f(xk) < 0. (5.3)

Zabelexka 5.3. O d T ejlorovata teorema, za proizvolni p ∈ R
n i ε > 0, imame

deka
f(xk + εp) = f(xk) + εpT∇f(xk) + O(ε2).

Z atoa, ako ε e dovolno mal, sekoj p za koj pT∇f(xk) < 0 predizvikuva namalu-
vaǌ e kaj f t.e. f(xk + εp) < f(xk).

P ostojat i nekolku glavni baraǌ a koi praktiq nite algoritmi treba da
gi zadovolat. N ajnapred, algoritmot mora da bide dobro def iniran i treba
da konvergira kon x∗ od sekoja poq etna toq ka x0, taka nareq eno baraǌ e na
globalna konvergencija. O d druga strana, teoretskiot aspekt na globalnata
konvergencija e da se poka� e deka toq kite na natrupuvaǌ e na nizata {xk} se
stacionarni toq ki. P ri toa, treba da se poka� e deka

lim
k→∞

‖∇f(xk)‖ = 0. (5.4 )

P onekogax metodot ne e globalno konvergenten vo smisla na (5 .4 ), no go zado-
voluva poslebiot rezultat na globalna konvergencija

lim in f
k→∞

‖∇f(xk)‖ = 0, (5.5)

x to znaq i deka postoi podniza od normi na gradientot ‖f(xkj
)‖ koja konver-

gira kon nula, no ne mora i celata niza.
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P ostojat teoriski rezultati i vo vrska so lokalnata konvergencija, i
nivna cel e da se poka� e deka postoi okolina na rex enieto i takov izbor na
parametri na metodot koi obezbeduvaat konvergencija kon rex enieto. R ezul-
tatite za lokalna konvergencija isto taka se odnesuvaat i na brzinata na kon-
vergencija koja glavno mo� e da bide linearna, superlinearna ili kvadratna.

Definicija 5.2. N eka {xk} e niza vo R
n koja konvergira kon x∗.

(i) K onvergencijata e linearna ako postoi konstanta r ∈ (0, 1) taka da

‖xk+1 − x∗‖

‖xk − x∗‖
≤ r za site dovolno golemi k. (5.6)

(ii) K onvergencijata e su p erlinearna ako

lim
k → ∞

‖xk+1 − x∗‖

‖xk − x∗‖
= 0. (5.7 )

(iii) K onvergencijata e kvad ratna ako postoi konstanta M > 0 taka da

‖xk+1 − x∗‖

‖xk − x∗‖2
≤ M za site dovolno golemi k. (5.8 )

5.3 ǋ u t no v m et o d

Metodite za rex avaǌ e na zadaq ata (5 .1 ) obiq no se dizajnirani vrz baza na
nekoja m od el f unkcija (aproksimiraq ka f unkcija) na f unkcijata na celta f .
N ajkoristen e kvad ratniot m od el koj vo k-tata iteracija ja aproksimira
vrednosta f(x) so T ajlorov razvoj vo okolina na xk, odnosno

f(xk + p) ≈ mk(p) = f(xk) + pT∇f(xk) +
1

2
pT Bkp, (5.9 )

kade p e otstapuvaǌ eto od xk, i Bk e ili H esijanot ∇2f(xk) ili nekoja negova
aproksimacija.

ǋ utnoviot metod za pravec na prebaruvaǌ e vo k-tata iteracija ja zema
toq kata na minimum na mk(p), pri x to Bk = ∇2f(xk). I meno, pk se naoǵa kako
rex enie na linearniot sistem

∇2f(xk)p = −∇f(xk), (5.10)

i ǋ utnoviot p ravec pN

k
se def inira kako

pN

k
= −∇2f(xk)

−1∇f(xk), (5.11)
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a slednata iteracija se presmetuva spored iterativnata f ormula

xk+1 = xk + pN

k
, (5.1 2)

x to znaq i deka dol� inata na q ekorot vo sekoja iteracija e αk = 1 .

Zabelexka 5.4. ǋ utnoviot metod e dobro def iniran samo vo sluq aj koga
∇2f(xk) e pozitivno def initna, zatoa x to samo togax postoi edinstvena toq ka
na minimum na mk(p). O biq no ∇2f(xk) e pozitivno def initna koga xk e vo
nekoja okolina na x∗. P a, koga poq etnata toq ka x0 e dovolno blisku do x∗,
ǋ utnoviot metod konvergira kon rex enieto na takov ef ikasen naq in taka da
ostanatite metodi se obiduvaat da go zadr� at ova lokalno odnesuvaǌ e kolku
e toa mo� no.

Zabelexka 5.5. Z a ǋ utnoviot pravec (5 .1 1 ) imame

∇f(xk)
T pN

k
= −pN

k
∇2f(xk)p

N

k
≤ −σk‖p

N

k
‖2,

za nekoj σk > 0, bidejḱi ∇2f(xk) e pozitivno def initna. T ogax , ako ∇f(xk) 6= 0,
imame deka ∇f(xk)

T pN

k
< 0 i spored (5 .3 ) zakluq uvame deka ǋ utnoviot pravec

e opaǵaq ki pravec.

ALGORITAM 5.1 (ǋutnov metod).

Qekor 0. I zberi poq etna toq ka x0 dovolno blisku do x∗ i tolerancija ε > 0.
S tavi k = 0.

Qekor 1. A ko ‖∇f(xk)‖ ≤ ε, togax S T O P . I naku, presmetaj go ǋ utnoviot
pravec spored pN

k
= −∇2f(xk)

−1∇f(xk).

Qekor 2. Z emi ja za sledna iteracija toq kata xk+1 = xk + pN

k
, stavi k = k + 1 i

odi na Q ekor 1 .

Zabelexka 5.6. B itno e da se zabele� i i deka ǋ utnoviot metod naoǵa rex -
enie na stogo konveksna kvadratna f unkcija f(x) = xT Ax + bT x, kade A e pozi-
tivno def initna matrica, vo samo eden q ekor. I meno, neka x∗ e toq kata na
minimum, togax 2Ax∗ + b = 0, pa za prvata iteracija imame

x1 = x0 − (2A)−1(2Ax0 + b) = −(2A)−1b = x∗.

Teorema 5.5 (Teorema za globalna i lokalna konvergencija na ǋutnoviot
metod). Da pretpostavime deka f e dva pati neprekinato diferencijabilna i
deka Hesijanot ∇2f(x) e Lipxic neprekinat vo okolina na rexenieto x∗ vo
koe ∇f(x∗) = 0 i ∇2f(x∗) e pozitivno definitna. Da ja razgledame iteracijata
xk+1 = xk + pN

k
, kade pN

k
= −∇2f(xk)

−1∇f(xk) e ǋutnov pravec. Togax
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(i) ako poqetnata toqka x0 e dovolno blizu do x∗, togax nizata od iteracii

{xk} konvergira kon x∗,

(ii) brzinata na konvergencija so koja {xk} konvergira e kvadratna, i

(iii) nizata od normi na gradientot {‖∇f(xk)‖} konvergira kvadratno kon nula.

Dokaz. (dokaz vo N o c e d a l, W rig h t, T eorema 3 .7 .)

5.4 M e t od i n a l i n i s ko p r e b ar u v aǌ e

E den metod na linisko prebaruvaǌ e vo sekoja iteracija xk, najnapred go izbira
pravecot na prebaruvaǌ e pk i potoa ja presmetuva dol� inata na q ekorot αk

kako rex enie na ednodimenzionalnata zadaq a na minimizacija

m in
α > 0

f(xk + αpk). (5.1 3)

T ogax , slednata iteracija se presmetuva spored f ormulata xk+ 1 = xk + αkpk

i celiot proces se povtoruva.

A L G O R I T A M 5.2 (M e t od n a l i n i s ko p r e b ar u v aǌ e ).

Q e kor 0 . I zberi poq etna toq ka x0 i tolerancija ε > 0. S tavi k = 0.

Q e kor 1 . A ko ‖∇f(xk)‖ ≤ ε, togax S T O P . I naku, presmetaj go pravecot na
prebaruvaǌ e pk.

Q e kor 2 . R ex i ja ednodimenzionalnata zadaq a (5 .1 3 ) za da ja dobiex dol� i-
nata na q ekorot αk.

Q e kor 3 . Z emi ja za sledna iteracija toq kata xk+ 1 = xk + αkpk, stavi k = k + 1
i odi na Q ekor 1 .

5.4.1 I zb or n a p r av e c ot n a p r e b ar u v aǌ e

V o zavisnost od pravecot na prebaruvaǌ e pk, razlikuvame poveḱ e metodi na
linisko prebaruvaǌ e.

M etodot na najbrzo spuxtaǌ e e metod na linisko prebaruvaǌ e koj vo sekoj
q ekor se pridvi� uva po dol� inata na pravecot pk = −∇f(xk).

Metodite koi go koristat pravecot pk = −B−1

k
∇f(xk), kade Bk e ili H e-

sijanot ∇2f(xk) ili nekoja negova aproksimacija poznati se kako metodi od

ǋ utnov tip. A ko Bk = I, ediniq nata matrica, togax pk = −∇f(xk) i se
dobiva metodot na najbrzo spuxtaǌ e.
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Zabelexka 5.7. K aj metodite od ǋ utnov tip va� no e Bk da e pozitivno
def initna matr ica x to povlekuva pr avecot na pr ebar uvaǌ e pk da e dobr o
def inir an i opaǵaq ki, bidejḱi togax pT

k
∇f(xk) = pT

k
Bkpk < 0.

Kvazi-ǋutnovite metodi se metodi od ǋutnov tip koi koristat aproksi-
macija Bk na Hesijanot ∇

2f(xk) so osobina da aproksimacijata Bk+1 go zado-
voluva slednoto svojstvo poznato kako sekantna ravenka,

Bk+1sk = yk, (5.14)

kade

sk = xk+1 − xk, yk = ∇f(xk+1) −∇f(xk).

Ponekogax se postavuvaat dopolnitelni baraǌa za Bk+1, kako simetriqnost i
razlikata na dve posledovatelni aproksimacii Bk i Bk+1 da ima nizok rank.
Druga klasa na pravci na prebaruvaǌe koi se koristat kaj metodite na

konjugirani gradienti go imaat sledniot oblik

pk = −∇f(xk) + βkpk−1, (5.15)

kade p0 = −∇f(xk) i βk e skalar koj obezbeduva pk i pk−1 da bidat konjugirani
pravci1.

5.4.2 Izbor na dol�inata na qekorot

Po odreduvaǌe na pravecot na prebaruvaǌe pk, metodite na linisko pre-
baruvaǌe treba da ja rexat zadaqata (5.13) za da ja odredat dol�inata na
qekorot αk. Rexenieto na ovaa zadaqa na ednodimenzionalna miniminizacija
mo�e da bide toqno ili pribli�no.
Ednostaven primer za toqno linisko prebaruvaǌe e koga imame kvadratna

funkcija na celta f(x) = xT Ax+bT x, kade A e simetriqna pozitivno definitna
matrica i b ∈ R

n. Togax toqnoto rexenie na zadaqata (5.13) e

αk = −
pT

k
(2Axk + b)

2pT

k
Apk

.

Popraktiqni se tehnikite za pribli� no linisko prebaruvaǌe, koi naoǵaat
pribli�no rexenie na zadaqata (5.13) proveruvajḱi niza od vrednosti kan-
didati za α se dodeka ne bidat zadovoleni odredeni uslovi.

1Dva pravca p i q se konjugirani vo odnos na simetriqno pozitivno definitna matrica
A ako pT Aq = 0.
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N ajkoristen uslov za pribli� no linisko prebaruvaǌ e e onoj koj bara da
dol� inata na q ekorot αk dovede do dovolno namaluvaǌe na f, koe se meri so
slednoto neravenstvo

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + c1α∇f(xk)
T pk, (5.1 6 )

za nekoja konstanta c1 ∈ (0, 1 ). N eravenstvoto (5 .1 6 ) e poznato kako uslovot
na Armi�o (A rm ijo ). V o praksa, c1 se odbira da bide dovolno malo, obiq no
c1 = 1 0−4.

Lema 5.1. Neka funkcijata f : R
n → R e diferencijabilna na R

n, gradientot
∇f e Lipxic neprekinat na R

n so Lipxicova konstanta L > 0 i neka pk e
opaǵaqki pravec vo xk. Togax, za sekoj α ∈ (0, αk] kade

αk = −
2 (1 − c1)∇f(xk)

T pk

L‖pk‖2
> 0, (5.1 7 )

e zadovoleno neravenstvoto (5 .1 6 ).

D o k az. (dokaz vo I zmailov, L ema 3 , str. 6 3 )

U slovot za dovolno namaluvaǌ e (5 .1 6 ) e zadovolen za site dovolno mali
α, pa zatoa koristeǌ eto samo na uslovot na A rmi� o ne e dovolno za da se
napravi razumen progres na algoritmot. Z atoa, uslovot na A rmi� o se kom-
binira so drugi proceduri ili uslovi.

E dna procedura koja se kombinira so uslovot na A rmi� o za da se odredi
dol� inata na q ekorot αk e procedurata na konstantno namaluvaǌe na qekorot
(backtracking) koja poq nuvajḱi od nekoja poq etna vrednost α > 0 ja namaluva
so multiplikator (f aktor) ρ ∈ (0, 1 ) (ili so interpolacija) se dodeka ne se
zadovoli uslovot na A rmi� o.

A LG O R I T A M 5.3 (Li n i s k o p r eb ar u v aǌ e za n ao ǵaǌ e n a d o l � i n at a
n a q ek o r o t s o p r o c ed u r a n a k o n s t an t n o n amal u v aǌ e n a q ek o r o t (back -
track in g )).

Q ek o r 0 . I zberi broevi c1, ρ ∈ (0, 1 ) (izberi broevi c1, ρ, ρ ∈ (0, 1 ) takvi da
ρ < ρ) i izberi poq etna vrednost α > 0.

Q ek o r 1 . P roveri dali uslovot na A rmi� o (5 .1 6 ) e zadovolen.

Q ek o r 2 . A ko (5 .1 6 ) ne e zadovolen, togax stavi α = ρα (izberi nov α od
[ρα, ρα] so interpolacija) i odi na Q ekor 2 , inaku zavrx i ja b a ck tra ck in g
procedurata i za dol� ina na q ekorot zami ja vrednosta αk = α.
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P osof isticir an uslov za kor ekcija na A r mi� o uslovot se dobiva so vove-
duvaǌ e na uslovot za zakrivenost, koj bar a αk da go zadovoluva ner avenstvoto

∇f(xk + αpk)
T pk ≥ c2∇f(xk)

T pk, (5.18 )

za nekoja konstanta c2 ∈ (c1, 1), kade c1 e konstantata od (5 .1 6 ). V o pr aksa
c2 = 0.9 kaj ǋ utnoviot i kvazi-ǋ utnoviot metod i c2 = 0.1 kaj metodot na
nelinear ni koǌ ugir ani gr adienti. S o uslovot na zak r ivenost se izbegnu-
vaat mnogu malite dol� ini na q ekor ot. Z aedno uslovot na A r mi� o (5 .1 6 ) i
uslovot na zak r ivenost (5 .1 8 ) se poznati kako Volfovi uslovi (W o lfe ).

Lema 5.2. Da pretpostavime deka f : R
n → R e neprekinato diferencijabilna.

Neka pk e opaǵaqki pravec vo xk, i neka f e ograniqena od dolu po dol�inata
na zrakot {xk + αpk | α > 0}. Togax, ako 0 < c1 < c2 < 1, postojat intervali na
dol�ini na qekorot koi gi zadovoluvaat Volfovite uslovi (5.16), (5.18).

Dokaz. (dokaz vo N o c e d a l, W rig h t, L ema 3 .1 . str .4 0 )

V o pr aksa, pr ocedur ata na linisko pr ebar uvaǌ e bazir ana na V olf ovite
uslovi najmnogu se kor isti kaj kvazi-ǋ utnovite metodi.

A LG O R I T A M 5.4 (Procedu ra na linisko p reb aru v aǌ e za naoǵaǌ e na
dol�inata na q ekorot b azirana na V olf ov it e u slov i).

Q ekor 0 . I zber i br oevi c1, c2 ∈ (0, 1) takvi da c1 < c2. S tavi α = α = 0 i izber i
poq etna vr ednost α > 0.

Q ekor 1 . P r over i dali V olf ovite uslovi (5 .1 6 ), (5 .1 8 ) se zadovoleni. A ko i
dvata uslova se zadovoleni, togax odi na Q ekor 6 .

Q ekor 2 . A ko uslovot na A r mi� o (5 .1 6 ) ne e zadovolen, togax stavi α = α i
odi na Q ekor 5 .

Q ekor 3 . A ko uslovot na zak r ivenost (5 .1 8 ) ne e zadovolen, togax stavi α = α

i odi na Q ekor 4 .

Q ekor 4 . A ko α = 0, togax izber i nova vr ednost α > α (so ekstr apolacija) i
odi na Q ekor 1 .

Q ekor 5 . I zber i nova vr ednost α ∈ (α, α) (so inter polacija) i odi na Q ekor 1 .

Q ekor 6 . Z avr x i ja pr ocedur ata i za dol� ina na q ekor ot zemi ja vr ednosta
αk = α.
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5.4.3 Globalna konvergencija na metodite na

linisko prebaruvaǌe

V lijanieto na pr avecot na pr ebar uvaǌ e pk na r ezultatite za globalna kon-
ver gencija na metodite na linisko pr ebar uvaǌ e se r azgleduva pr eku agolot
θk pomeǵu pk i pr avecot na najbr zo spux taǌ e −∇f(xk), def inir an so

c o s θk =
−∇f(xk)

T pk

‖∇f(xk)‖‖pk‖
. (5.19 )

T eorema 5.6. Da ja razgledame iteracijata od oblikot (5.2), kade pk e opaǵaqki
pravec i αk gi zadovoluva Volfovite uslovi (5.16), (5.18). Da pretpostavime
deka f e ograniqena od dolu na R

n i deka f e neprekinato diferencijabilna na

otvoreno mno�estvo U koe go sodr�i mno�estvoto Ω
d e f
= {x : f(x) ≤ f(x0)},

kade x0 e poqetnata iteracija. Pretpostavuvame uxte deka gradientot ∇f e
Lipxic neprekinat na U , odnosno, postoi konstanta L > 0 taka da

‖∇f (x) −∇f(x̃)‖ ≤ L‖x − x̃‖, za site x, x̃ ∈ U . (5.20)

Togax, va�i uslovot na Zuten
ik (Zoutendijk), odnosno

∑

k≥0

c o s2 θk‖∇f(xk)‖
2 < ∞. (5.21)

D okaz. O d (5 .1 8 ) i (5 .2 ) imame deka

(∇f(xk+1) −∇f(xk))
T pk ≥ (c2 − 1)∇f(xk)

T pk,

dodeka pak L ipx icoviot uslov (5 .2 0 ) povlekuva deka

(∇f(xk+1) −∇f(xk))
T pk ≤ αkL‖pk‖

2.

S o kombinir aǌ e na ovie dve r elacii, dobivame

αk ≥
c2 − 1

L

∇f(xk)
T pk

‖pk‖2
.

S o zamena na ova ner avenstvo vo pr viot V olf ov uslov (5 .1 6 ), dobivame

f(xk+1) ≤ f(xk) − c1

1 − c2

L

(∇f(xk)
T pk)

2

‖pk‖2
.

O d def inicijata (5 .1 9 ), mo� e da ja zapix eme ovaa r elacija kako

f(xk+1) ≤ f(xk) − c c o s2 θk‖∇f(xk)‖
2,
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kade c = c1(1 − c2)/L. S o sumiraǌ e na ovoj izraz po site indeksi pomali ili
ednakvi na k, dobivame

f(xk+1) ≤ f(x0) − c

k∑

j=0

c o s2 θj‖∇f(xj)‖
2. (5.22)

B idejḱi f e ograniq ena od dolu, imame deka f(x0)−f(xk+1) e pomalo od nekoja
pozitivna konstanta, za site k. Z atoa so baraǌ e na granica vo (5 .2 2 ), dobi-
vame

∞∑

k=0

c o s2 θk‖∇f(xk)‖
2 < ∞,

so x to e zavrx en dokazot.

Zabelexka 5.8. U slovot na Z uten
 ik (Z o u te n d ijk ) (5 .2 1 ) povlekuva deka

c o s2 θk‖∇f(xk)‖
2 → 0. (5.23)

(i) A ko agolot θk e ograniq en daleku od π /2, x to znaq i, postoi pozitivna
konstanta δ > 0 taka da c o s θk ≥ δ > 0, za site k, togax od (5 .2 3 ) sledi
deka ‖∇f(xk)‖ → 0, odnosno metodot na linisko prebaruvaǌ e e globalno
konvergenten vo smisla na (5 .4 ).

(ii) Z a da se dobie poslabiot rezultat za globalna konvergencija (5 .5 ) do-
volno e da se poka� e deka postoi podniza {c o s θkj

} koja e ograniq ena
daleku od nula. I meno, ako pretpostavime deka (5 .5 ) ne va� i, znaq i
postoi γ > 0 taka da ‖∇f(xk)‖ ≥ γ za site dovolno golemi k. S o koris-
teǌ e na poslednoto neravenstvo i (5 .2 3 ) zakluq uvame deka c o s θk → 0,
x to e vo kontradikcija so postoeǌ eto na podniza {c o s θkj

} koja e og-
raniq ena daleku od nula. I bidejḱi za metodot na najbrzo spux taǌ e
va� i c o s θk = 1 , eden naq in da se dobie globalno konvergenten metod na
linisko prebaruvaǌ e vo smisla na (5 .5 ), e da se odbere sekoja m-ta ite-
racija da bide iteracija na metodot na najbrzo spux taǌ e, kade pk ḱ e
bide opaǵaq ki pravec, a dol� inata na q ekorot αk se izbira taka da gi
zadovoluva V olf ovite uslovi.

5.5 Metod na najbrzo spuxtaǌe

K oga pravecot na prebaruvaǌ e kaj metodite na linisko preebaruvaǌ e e anti-
gradientot, odnosno pk = −∇f(xk), togax stanuva zbor za metodot na najbrzo

spuxtaǌe ili poznat kako Koxiev metod. P ravecot na najbrzo spux taǌ e
−∇f(xk) e ortogonalen na konturite na f unkcijata na celta f .
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Zabelexka 5.9. Spored T ajloroviot razvoj vo Z abelex ka 5 .3 , f unkcijata
na celta f ḱ e ima najbrzo opaǵaǌ e ako ediniq niot pravec p go minimizira
izrazot pT∇f(xk). B idejḱi pT∇f(xk) = ‖p‖‖∇f(xk)‖ c o s θ = ‖∇f(xk)‖ c o s θ, kade
θ e agolot meǵu p i ∇f(xk), znaq i deka za da se dostigne minimum treba
c o s θ = −1, odnosno p = −∇f(xk)/‖∇f(xk)‖.

ALGORITAM 5.5 (Metod na najbrzo spuxtaǌe).

Qekor 0. I zberi poq etna toq ka x0 i tolerancija ε > 0. Stavi k = 0.

Qekor 1. A ko ‖∇f(xk)‖ ≤ ε, togax ST O P . I naku, presmetaj go pravecot na
prebaruvaǌ e pk = −∇f(xk).

Qekor 2. R ex i ja ednodimenzionalnata zadaq a (5 .1 3 ) za da ja dobiex dol� i-
nata na q ekorot αk.

Qekor 3. Z emi ja za sledna iteracija toq kata xk+1 = xk + αkpk, stavi k = k + 1
i odi na Q ekor 1 .

Zabelexka 5.10. Spored Z abelex ka 5 .8 , ako metodot na najbrzo spux taǌ e
A lgoritam 5 .5 pri naoǵaǌ e na dol� inata na q ekorot αk koristi procedura
na linisko prebaruvaǌ e bazirana na V olf ovite uslovi, togax c o s θk = 1 > 0,
odnosno agolot θk e ograniq en daleku od π/2, pa metodot na najbrzo spux taǌ e
e globalno konvergenten vo smisla na (5 .4 ), t.e. ‖∇f(xk)‖ → 0, koga k → ∞.

Teorema 5.7 (Teorema za globalna konvergencija na metodot na najbrzo
spuxtaǌe). Neka f e neprekinato diferencijabilna funkcija. Togax, sekoja
toqka na natrupuvaǌe na nizata {xk} generirana od algoritamot na meto-
dot na najbrzo spuxtaǌe Algoritam 5.5 so toqno linisko prebaruvaǌe e sta-
cionarna toqka.

Dokaz. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eorema 3 .1 .2 . i vo F re u n d )

N ajq esto analizata na konvergencijata (na lokalno nivo) kaj metodot na
najbrzo spux taǌ e se ilustrura so sluq aj na kvadratna f inkcija na celta
i toq no linisko prebaruvaǌ e. O d preth odno vidovme deka, ako f unkcijata
na celta e od oblikot f(x) = xT Ax + bT x, kade A e simetriq na pozitivno
def initna matrica i b ∈ R

n, togax toq noto rex enie na ednodimenzionalnata
zadaq a na minimizacija (5 .1 3 ) e

αk = −
pT

k
(2Axk + b)

2pT

k
Apk

.
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B idejḱi pk = −∇f(xk) = −2Axk + b, za dol� inata na q ekor ot imame

αk =
pT

k
pk

2pT

k
Apk

=
∇f(xk)

T∇f(xk)

2∇f(xk)T A∇f(xk)
,

i sekoja naredna iteracija se presmetuva po formulata

xk+1 = xk −
( ∇f(xk)

T∇f(xk)

2∇f(xk)T A∇f(xk)

)

∇f(xk).

O d druga strana, edinstvenata toqka x∗ na globalen minimium na kvadrat-
nata funkcijata f e rex enieto na ravenkata 2Ax + b = 0.

Teorema 5.8. Neka funkcijata na celta od zadaqata (5.1) e kvadratna t.e.
f(x) = xT Ax+ bT x, kade A e simetriqna pozitivno definitna matrica i b ∈ R

n

i neka x∗ e nejzinoto optimalno rexenie. Togax, nizata {xk} generirana od
algoritamot na metodot na najbrzo spuxtaǌe Algoritam 5.5 so toqno linisko
prebaruvaǌe konvergira kon x∗ i pri toa brzinata na konvergencija e linearno,
odnosno va�i slednata granica

‖xk+1 − x∗‖2
A

‖xk − x∗‖2
A

≤
(λn − λ1

λn + λ1

)2

, (5.24)

kade 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn se sopstvenite vrednosti na matricata A.

D ok az. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eorema 3 .1 .5 . i vo F re u n d )

Z ab el ex k a 5.11. O d definiranosta na normata ‖ · ‖A kako ‖x‖2
A

= xT Ax za
kvadratnata funkcija f(x) = xT Ax + bT x imame deka f(x) − f(x∗) = ‖x − x∗‖2

A
.

Z atoa kako posledica od (5 .2 4 ) zakluquvame deka f(xk) konvergira linearno
kon minimumot f(x∗). S pecijalno koga sopstvenite vrednosti na A se site
ednakvi, konvergencijata se postignuva e vo edna iteracija.

I koga funkcijata na celta ima opx t oblik, isto taka mo�e da se postigne
linearna konvergencija na metodot na najbrzo spux taǌ e.

Teorema 5.9 (Teorema za l ok al n a k on v ergen c i ja n a metod ot n a n ajb rzo
s p u x t aǌ e). Neka funkcijata na celta f : R

n → R od zadaqata (5.1) e dva pati
neprekinato diferencijabilna, i neka nizata {xk} generirana od algoritamot
na metodot na najbrzo spuxtaǌe Algoritam 5.5 so toqno linisko prebaruvaǌe
konvergira kon x∗ kade ∇2f(x∗) e pozitivno definitna. Togax, konvergencijata
e linearna i va�i

f(xk+1) − f(x∗)

f(xk) − f(x∗)
≤

(λn − λ1

λn + λ1

)2

, (5.25)

kade 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn se sopstvenite vrednosti na ∇2f(x∗).

D ok az. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eorema 3 .1 .7 .)
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5.6 ǋutnov metod so linisko prebaruvaǌe

ǋ utnoviot metod e lokalen metod, x to znaq i deka koga poq etnata toq ka e
daleku od rex enieto ne se znae dali ∇2f(xk) e pozitivno def initna, i sled-
stveno dali pN

k
e opaǵaq ki pravec, pa konvergencijata ne e zagarantirana. Od

druga strana, metodite na linisko prebaruvaǌ e mo� e da obezbedat globalna
konvergencija (Z abelex ka 5 .8 ), pa zatoa dobro e da se kombinira ǋ utnoviot
metod so liniskoto prebaruvaǌ e.

ALGORITAM 5.6 (ǋutnov metod so linisko prebaruvaǌe).

Qekor 0. I zberi poq etna toq ka x0 i tolerancija ε > 0. S tavi k = 0.

Qekor 1. A ko ‖∇f(xk)‖ ≤ ε, togax S T OP . I naku, presmetaj go ǋ utnoviot
pravec na prebaruvaǌ e pN

k
= −∇2f(xk)

−1∇f(xk).

Qekor 2. R ex i ja ednodimenzionalnata zadaq a (5 .1 3 ) za da ja dobiex dol� i-
nata na q ekorot αk.

Qekor 3. Z emi ja za sledna iteracija toq kata xk+1 = xk + αkp
N

k
, stavi k = k + 1

i odi na Q ekor 1 .

Ovde gi izlo� uvame teoremite za globalna i lokalna konvergencija na
ǋ utnoviot metod so toq no linisko prebaruvaǌ e.

Teorema 5.10 (Teorema za globalna konvergencija na ǋutnoviot metod
so linisko prebaruvaǌe). Da pretpostavime deka f e dva pati neprekinato
diferencijabilna i neka za sekoja poqetna toqka x0, postoi konstanta m > 0
taka da

uT∇2f(x)u ≥ m‖u‖2, za site u ∈ R
n, x ∈ Ω (x0), (5.2 6)

kade Ω (x0) = {x | f(x) ≤ f(x0)}. Neka {xk} e niza generirana so Algoritam 5.6.
Togax,

(i) ako {xk} e koneqna, togax poslednata toqka e optimalno rexenie na za-
daqata (5.1),

(ii) ako {xk} e beskoneqna, togax taa konvergira kon edinstvenoto rexenie
na zadaqata (5.1).

Dokaz. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eorema 3 .2 .4 , i kaj V u jc ic , A sic , M ilic ic, T eo-
rema 5 .4 .1 .)
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Teorema 5.11 (Teorema za lokalna konvergencija na ǋutnoviot metod
so linisko prebaruvaǌe). Neka f e dva pati neprekinato diferencijabilna
funkcija. Neka {xk} e niza generirana so Algoritam 5.6 koja konvergira kon x∗

taka da ∇f(x∗) = 0 i ∇2f(x∗) e pozitivno definitna. Togax,

(i) nizata {xk} superlinearno konvergira,

(ii) ako uxte i Hesijanot ∇2f(x) e Lipxic neprekinat vo okolina na rexe-
nieto x∗, togax nizata {xk} kvadratno konvergira.

Dokaz. (dokaz vo V u jc ic , A sic , M ilic ic , T eorema 5 .4 .2 .)

5.7 M etodi na konjugirani gradienti

G lavna karakteristika na metodite na konjugirani gradienti e taa deka
pravcite koi tie gi generiraat se konjugirani. T ie go presmetuvaat noviot
pravec pk koristejḱi go samo preth odniot pravec pk−1, odnosno za βk > 0
pravecot pk se presmetuva spored

pk = − ∇f(xk) + βkpk−1.

N ajnapred go voveduvame poimot za koǌ ugirani pravci i go izlagame me-
todot na koǌ ugirani pravci.

Def inicija 5.3. N eka A e simetriq na pozitivno def initna matrica od red
n. N enultite vektori p0, p1, ..., pm−1 ∈ R

n, m ≤ n se konjugirani (ili A-konjugirani),
ako

pT
i Apj = 0, za i 6= j.

A ko A = I togax konjugiranite vektori se narekuvaat ortogonalni.

Z abelex ka 5.12. K onjugiranite vektori p0, p1, ..., pm−1 se linearno nezavisni.

A L G O R I TA M 5.7 (M etod na koǌugirani pravci).

Q ekor 0 . I zberi poq etna toq ka x0 i tolerancija ε > 0. P resmetaj go ∇f(x0)
i ako ∇f(x0) 6= 0 togax izberi poq eten opaǵaq ki pravec p0 taka da
pT

0
∇f(x0) < 0, vo sprotivno S T O P . S tavi k = 0.

Q ekor 1 . A ko ‖ ∇f(xk) ‖ ≤ ε, togax S T O P .

Q ekor 2 . R ex i ja ednodimenzionalnata zadaq a (5 .1 3 ) za da ja dobiex dol� i-
nata na q ekorot αk.
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Qekor 3. Z emi ja za sledna iteracija toq kata xk+1 = xk + αkpk.

Qekor 4. P resmetaj go pravecot pk+1 taka da e konjugiran so site dotogax ni
pravci pj, j = 0, 1, ..., k.

Qekor 5. S tavi k = k + 1 i odi na Q ekor 1 .

Teorema 5.12. Neka funkcijata na celta vo zadaqata (5.1) e strogo konveksna
kvadratna funkcija t.e. f(x) = xT Ax + bT x, kade A e simetriqna pozitivno
definitna matrica. Togax, za sekoja poqetna toqka x0 nizata od iteracii
{xk} generirana so metodot na konjugirani pravci Algoritam 5.7, konvergira
kon toqkata na minimum vo najmnogu n qekori.

Dokaz. (dokaz vo V u jc ic , A sic , M ilic ic , T eorema 5 .5 .1 , vo S u n , Y u a n , T eorema
4 .1 .3 , i kaj N o c e d a l, W rig h t, T eorema 5 .1 )

S ite metodi na konjugirani pravci se oslonuvaat na rezultatot od posled-
nata teorema. I meno, koǌ ugiranosta zaedno so toq noto linisko perbaruvaǌ e
doveduva do kvadratna terminacija na metodot.

Metodite na konjugirani gradienti se sostojat od postapka za presmetu-
vaǌ e na konjugiranite pravci od oblikot pk = −∇f(xk) + βkpk−1, kade βk > 0.
P ostojat poveḱ e f ormuli za presmetuvaǌ e na βk, ovde izlagame nekoi od niv.

• F le tch e r - R e e v e s (F R ) f ormula

βk =
∇f(xk)

T∇f(xk)

∇f(xk−1)T∇f(xk−1)
(5.2 7 )

• P o la k - R ib ìe re - P o ly a k (P R P ) f ormula

βk =
∇f(xk)

T (∇f(xk) −∇f(xk−1))

∇f(xk−1)T∇f(xk−1)
(5.2 8)

• H e ste n e s - S tie fe l (H S ) (ili C ro w d e r - W o lfe (C W )) f ormula

βk =
∇f(xk)

T (∇f(xk) −∇f(xk−1))

pT
k−1

(∇f(xk) −∇f(xk−1))
(5.2 9 )

• D ix o n f ormula

βk = −
∇f(xk)

T∇f(xk)

pT
k−1

∇f(xk−1)
(5.3 0)



5. Metodi na bezuslovna optimizacija 49

• D a i - Y u a n (D Y ) f or mula

βk =
∇f(xk)

T∇f(xk)

pT

k−1
(∇f(xk) − ∇f(xk−1))

(5.31 )

• D a n ie l f or mula

βk =
pT

k−1
∇2f(xk−1)∇f(xk)

pT

k−1
∇2f(xk−1)pk−1

(5.32)

S ite ovie f or muli se ekvivalentni pr i minimizir aǌ e na str ogo konvek -
sna kvadr atna f inkcija, odnosno gener ir aat ednakvi nizi od pr avci na pr e-
bar uvaǌ e. D odeka, vo poopx t sluq aj na f unkcija na celta i pr i pr ibli� no
linisko pr ebar uvaǌ e, nivnoto odnesuvaǌ e znaq itelno se r azlikuva.

ALGORITAM 5.8 (Metod na koǌugirani gradienti).

Qekor 0. I zber i poq etna toq ka x0 i toler ancija ε > 0.

Qekor 1. A ko ‖ ∇f(x0) ‖ ≤ ε, togax S T O P . I naku, stavi p0 = − ∇f(x0) i k = 0.

Qekor 2. R ex i ja ednodimenzionalnata zadaq a (5 .1 3 ) za da ja dobiex dol� i-
nata na q ekor ot αk.

Qekor 3. Z emi ja za sledna iter acija toq kata xk+ 1 = xk + αkpk.

Qekor 4. A ko ‖ ∇f(xk+ 1) ‖ ≤ ε, togax S T O P .

Qekor 5. A ko k + 1 ∈ { n,2n,3n,...}, togax stavi pk+ 1 = − ∇f(xk+ 1), inaku stavi
pk+ 1 = − ∇f(xk+ 1) + βk+ 1pk, kade βk+ 1 se pr esmetuva spor ed nekoja od f or -
mulite (5 .2 7 )-(5 .3 2 ).

Qekor 6. S tavi k = k + 1 i odi na Q ekor 2 .

Zabelexka 5.13. G lavna kar akter istika na izlo� eniot algor itam na kon-
jugir ani gr adienti A lgor itam 5 .8 , e taa da posle n iter acii pr ocedur ata
na bar aǌ e na pr avci na pr ebar uvaǌ e se r estar tir a pr i x to povtor no kako
na poq etokot od algor itmot pr avecot na najbr zo spux taǌ e se zema za pr avec
na pr ebar uvaǌ e. N a toj naq in algor itmot per iodiq no se osve� uva.

F or mulata PRP ima osobina da dovede do avtomatsko r estar tir aǌ e, vo
smisla deka koga algor itmot napr eduva spor o i ∇f(xk+ 1) ≈ ∇f(xk), togax
spor ed PRP f or mulata βk+ 1 ≈ 0 x to povlekuva da pk+ 1 ≈ − ∇f(xk+ 1).

P oveḱ eto od f or mulite za βk ne gar antir aat deka pk e opaǵaq ki pr avec. Z a
da se obezbedi sekoj pr avec da bide opaǵaq ki obiq no se pr imenuva r estar ti-
r aǌ e sekoj pat koga ne e zadovolen uslovot za opaǵaq ki pr avec, odnosno ako
pT

k+ 1
∇f(xk+ 1) > 0, togax se zema pk+ 1 = − ∇f(xk+ 1).
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Teorema 5.13. Neka funkcijata na celta vo zadaqata (5.1) e strogo konvek-
sna kvadratna funkcija t.e. f(x) = xT Ax + bT x, kade A e simetriqna pozi-
tivno definitna matrica. Togax, za sekoja poqetna toqka x0 nizata od ite-
racii {xk} generirana so PRP metodot na konjugirani gradienti konvergira kon
toqkata na minimum vo najmnogu n qekori i pri toa generiranite pravci se
A-konjugirani.

Dokaz. (dokaz vo V u jc ic , A sic , M ilic ic, T eor ema 5 .5 .2 za PRP metodot, zabelex ka:
vo S u n , Y u a n , T eor ema 4 .2 .1 go dava soodvetnoto tvr deǌ e za F R metodot)

Teorema 5.14 (Teorema za gl ob al n a kon v ergen c i ja n a PRP metod ot ). Neka
f e dva pati neprekinato diferencijabilna funkcija i neka za sekoja poqetna
toqka x0, postoi konstanta m > 0 taka da

uT∇2f(x)u ≥ m‖u‖2, za site u ∈ R
n, x ∈ Ω (x0), (5.3 3 )

kade Ω (x0) = {x | f(x) ≤ f(x0)} e konveksno i ograniqeno. Neka {xk} e niza gene-
rirana od PRP metodot so toqno linisko prebaruvaǌ e, togax taa konvergira
kon edinstvenata toqka na minimim x∗ na f .

Dokaz. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eor ema 4 .3 .3 , kaj V u jc ic , A sic , M ilic ic, T eor emite
5 .5 .3 , 5 .5 .4 , 5 .5 .5 , zabelex ka: vo S u n , Y u a n , T eor ema 4 .3 .1 (F R)-toq no, T eor ema
4 .3 .5 (F R)-pr ibli� no, kaj N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 5 .8 (F R)-pr ibli� no)

Z ab el ex ka 5.14. D okolku liniskoto pr ebar uvaǌ e e pr ibli� no i bazir ano
na V olf ovite uslovi, pr i diskusija na globalnata konver gencija mo� e da
go iskor istime r ezultatot na Z uten
 ik , T eor ema 5 .6 . I meno, kaj algor it-
mite so r estar t, ako gi oznaq ime so k1, k2, ... iteraciite koga se primenuva
restartiraǌeto, odnosno koga za pravec na prebaruvaǌe se zema pk = −∇f(xk),
k = k1, k2, ..., od uslovot na Zuten
ik (5.21), sledi deka

∑

k=k1,k2,...

‖∇f(xk)‖
2 < ∞.

Ako dozvolime po najmnogu n iteracii pomeǵu dve restartiraǌa, togax nizata
{kj} ḱe bide beskoneqna i ḱe sledi deka lim j→∞ ‖∇f(xkj

)‖ = 0, od kade se dobiva
deka va�i poslabiot rezultat za globalna konvergencija

lim inf
k→∞

‖∇f(xk)‖ = 0.

Zabelexka 5.15. P ogolemiot del od teoriskite rezultati za brzinata na
konvergencija na metodite na konjugirani gradienti ptetpostavuvaat deka
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liniskoto pr ebar uvaǌ e e toq no. I meno, za metodot na konjugir ani gr adi-
enti so r estar tir aǌ e mo� e da se poka� e deka pod odr edeni uslovi n-q ekor no
kvadr atno konver gir a t.e. ‖xk+n − x∗‖ = O(‖xk − x∗‖2) ili deka ima n-q ekor no
super kvadr atna konver gencija t.e ‖xk+n − x∗‖ = o(‖xk − x∗‖2).

(Z a dve beskoneq ni nizi od nenegativni r ealni br oevi {xk} i {yk}, oznaq u-
vame so xk = O(yk), ako postoi pozitivna konstanta C > 0 taka da |xk| ≤ C|yk|
za site dovolno golemi k i oznaq uvame so xk = o(yk), ako lim k→∞

xk

yk

= 0.)

5.8 Kvazi-ǋutnovi metodi

K vazi-ǋ utnovite metodi kor istat pr avec na pr ebar uvaǌ e od oblik pk =
−B−1

k ∇f(xk), kade Bk e apr oksimacija na H esijanot ∇2f(xk), koja vo sekoja ite-
r acija se obnovuva so matr icata Bk+1 koja ja zadovoluva sekantnata ravenka
ili kvazi-ǋutnova ravenka (5 .3 5 ).

I meno, T ejlor ovata teor ema tvr di deka

∇f(x + p) = ∇f(x) +

∫
1

0

∇2f(x + tp)p d t,

za sekoj p ∈ R
n i nekoj t ∈ (0, 1), od kade imame

∇f(x + p) = ∇f(x) + ∇2f(x + p)p +

∫
1

0

[∇2f(x + tp) −∇2f(x + p)]p d t,

za sekoj p ∈ R
n i nekoj t ∈ (0, 1). B idejḱi ∇2f e nepr ekinat, goleminata na

posledniot integr al e o(‖p‖). A ko stavime x = xk i p = xk+1 − xk, dobivame

∇f(xk+1) = ∇f(xk) + ∇2f(xk+1)(xk+1 − xk) + o(‖xk+1 − xk‖).

K oga xk i xk+1 le� at vo okolina blizu do r ex enieto x∗, kade ∇2f e pozi-
tivno def initen, poslednoto r azlo� uvaǌ e eventualno e dominir ano od izr a-
zot ∇2f(xk+1)(xk+1 − xk), pa mo� e da zapix eme

∇2f(xk+1)(xk+1 − xk) ≈ ∇f(xk+1) −∇f(xk). (5.3 4 )

T ogax novata apr oksimacija Bk+1 na H esijanot se izbir a da go imitir a svo-
jstvoto (5 .3 4 ) na vistinskiot H esijan ∇2f(xk+1), odnosno da ja zadovoli se-
kantnata ravenka,

Bk+1sk = yk, (5.3 5)

kade
sk = xk+1 − xk, yk = ∇f(xk+1) −∇f(xk).
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V o praksa mnogu q esto se koristi aproksimacijata Hk na inverzniot H e-
sijan koja vo sekoja iteracija se obnovuva so Hk+1 koja ja zadovoluva sekan-

tnata ravenka,
sk = Hk+1yk, (5.3 6 )

i togax pravecot na prebaruvaǌ e sepresmetuva spored pk = −Hk∇f(xk).
A ko se koristi aproksimacijata na H esijanot Bk va� no e taa da bide

pozitivno def initna. P a, ako ja pomno� ime sekantnata ravenka (5 .3 5 ) so sk

od levo, ḱ e dobieme sT

k
Bk+1sk = sT

k
yk. Z naq i deka ako

sT

k
yk > 0 (5.3 7 )

togax matricata Bk+1 e pozitivno def initna. N eravenstvoto (5 .3 7 ) se narekuva
uslov za zakrivenost.

ALGORITAM 5.9 (Kvazi-ǋutnov metod).

Qekor 0. I zberi poq etna toq ka x0, tolerancija ε > 0 i nekoja simetriq na
pozitivno def initna matrica B0 za poq etna aproksimacija na H esija-
not, q esto B0 = I (odnosno nekoja simetriq na pozitivno def initna mat-
rica H0 za poq etna aproksimacija na inverzniot H esijan, q esto H0 = I).
S tavi k = 0.

Qekor 1. A ko ‖∇f(xk)‖ ≤ ε, togax S T O P . I naku, presmetaj go pravecot na
prebaruvaǌ e spored f ormulata pk = −B−1

k
∇f(xk) (odnosno spored f or-

mulata pk = −Hk∇f(xk)).

Qekor 2. P resmetaj ja dol� inata na q ekorot αk kako rex enie na ednodimen-
zionalnata zadaq a na minimizacija (5 .1 3 ), toq no ili pribli� no so po-
mox na nekoja procedura za linisko prebaruvaǌ e, obiq no so procedu-
rata na linisko prebaruvaǌ e bazirana na V olf ovite uslovi.

Qekor 3. Z emi ja za sledna iteracija toq kata xk+1 = xk + αkpk.

Qekor 4. P resmetaj ja Bk+1 (odnosno Hk+1) spored nekoja f ormula za obnovu-
vaǌ e taka da bide zadovolena sekantnata ravenka (5 .3 5 ) (odnosno (5 .3 6 )),
stavi k = k + 1 i odi na Q ekor 1 .

Zabelexka 5.16. A ko matricite Bk se pozitivno def initni so ramnomerno
ograniq en koef icient na uslovenost, odnosno, postoi pozitivna konstanta
M > 0 taka da ‖Bk‖‖B

−1

k
‖ ≤ M za site k, togax imame deka c o s θk ≥ 1

M
, odnosno

agolot θk e ograniq en daleku od π / 2. P a, spored Z abelex ka 5 .8 , ako kvazi-
ǋ utnoviot metod A lgoritam 5 .9 pri naoǵaǌ e na dol� inata na q ekorot αk

koristi procedura na linisko prebaruvaǌ e bazirana na V olf ovite uslovi,
togax toj e globalno konvergenten vo smisla na (5 .4 ), t.e. ‖∇f(xk)‖ → 0, koga
k → ∞ .
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5.8.1 SR1, DFP i BFGS obnovuvaqki formuli

E dna ednostavna obnovuvaq ka f ormula za aproksimacijata na H esijanot Bk+1

e simetriqnata-rank-eden (S R 1) f ormula, def inirana so

(S R 1) Bk+1 = Bk +
(yk − Bksk)(yk − Bksk)

T

(yk − Bksk)T sk

, (5.38 )

koja ne garantira deka obnovenata matrica ḱe bide pozitivno def initna, no
ja zaq uvuva simetrijata na matricata i Bk+1 se razlikuva od Bk za rank -
1 matrica. S oodvetnata obnovuvaq ka f ormula za aproksimacijata Hk+1 na
inverzniot H esijan Hk+1 e dadena so

(S R 1) Hk+1 = Hk +
(sk − Hkyk)(sk − Hkyk)

T

(sk − Hkyk)T yk

. (5.39 )

T e orema 5.15. N eka f unkc ijata na c el ta vo zadaqata (5 .1 ) e strogo konvek-
sna kvadratna f unkc ija t.e. f(x) = xT Ax + bT x, kade A e simetriqna p ozi-
tivno def initna matric a. T ogax , za sekoja p oqetna toqka x0 i sekoja p oqetna
simetriqna matric a H0, iterac iite {xk} generirani so SR1 metodot so ob-
novuvaqka f ormul a (5 .3 9 ) konvergiraat kon toqkata na minimum vo najmnogu
n qekori, koga (sk − Hkyk)

T yk 6= 0 za sekoj k. A ko p osl e n qekori p ravc ite na
p rebaruvaǌ e pi se l inearno nezavisni, togax Hn = A−1.

D okaz. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eorema 5 .1 .2 ., vo N o c e d a l, W rig h t, T eorema 8 .1 )

Drug dobar aspekt na S R 1 f ormulata, e toj x to generiranite matrici se
dobri aproksimacii na H esijanot.

P ri praktiq na implementacija na S R 1 metodot, ako (sk − Hkyk)
T yk = 0 ili

ako izrazot (sk − Hkyk)
T yk e mnogu blisku do nulata, se postavuva Hk+1 =

Hk i taka se izbegnuva numeriq kata nestabilnost i se spreq uva metodot od
neuspeh .

K vazi-ǋ utnovo obnovuvaǌ e za aproksimacijata na H esijanot Bk+1 koe ja
zadr� uva pozitivnata def initnost kaj matricite, e D F P obnovuvaqkata f or-
mul a def inirana so

(D F P ) Bk+1 = (I − ρkyks
T

k
)Bk(I − ρksky

T

k
) + ρkyky

T

k
, (5.4 0 )

kade

ρk =
1

yT

k
sk

. (5.4 1)

Ovaa f ormula originalno bila predlo� ena od Dejvidon (D a v id o n ) vo 1 9 5 9 , i
prouq uvana, implementirana i popularizirana od F leq er i P auel (F le tch e r
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a n d Po w e ll). S oodvetnata DFP obnovuvaqka formula za apr oksimacijata na in-
ver zniot H esijan Hk+1 e def inir ana so

(DFP) Hk+1 = Hk −
Hkyky

T
k Hk

yT
k Hkyk

+
sks

T
k

yT
k sk

. (5.42 )

G lavni kar akter istiki na DFP obnovuvaǌ eto se tie da r azlikata meǵu ma-
tr icite Bk i Bk+1 e r ank -2 matr ica i se zadr � uva simetr ijata na matr icite.
I sto taka so DFP obnovuvaǌ eto se gener ir aat pozitivno def initni matr ici
sekogax koga poq etnata apr oksimacija B0 e pozitivno def initna i uslovot
na zak r ivenost (5 .3 7 ) e zadovolen.

Teorema 5.16. N eka funkc i jat a na c elt a vo zad aqat a (5 .1 ) e st rogo konveksna
kvad rat na funkc i ja t .e . f(x) = xT Ax + bT x, kad e A e s i met ri qna p ozi t i vno
d efi ni t na mat ri c a. T ogax , za sekoja p oqet na t oqka x0 i sekoja p oqet na s i -
met ri qna i p ozi t i vno d efi ni t na mat ri c a H0, p ravc i t e na p rebaruvaǌ e gener-
i rani so DFP met od ot so obnovuvaqka formula (5 .4 2 ) gi p osed uvaat sled ni t e
svojst va:

(i) S ekant nat a ravenka e zad ovolena za s i t e p ret hod ni p ravc i na p rebaru-
vaǌ e t .e . Hi+1yj = sj, j = 0 , 1, ..., i.

(ii) A ko H0 = I, t ogax p ravc i t e na p rebaruvaǌ e se koǌ ugi rani t .e . sT
i Asj = 0

za j = 0 , 1, ..., i − 1.

(iii) M et od ot zavrx uva vo najmnogu n qekori , i ako zavrx i t oqno vo n-t i ot
qekor, t ogax va� i Hn = A−1.

Dokaz. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eor ema 5 .1 .7 ., vo N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 8 .4 )

N ajpopular en kvazi-ǋ utnov metod e B FG S met od ot , imenuvan spor ed ne-
govite otk r ivaq i B r ojden, F leq er , G oldf ar b i X ano (B ro y d e n , Fle tch e r, G o ld -
fa rb a n d S h a n n o ), i od 1 9 7 0 ovoj metod gener alno se smeta za najef ektiven.
S oodvetnata B FG S obnovuvaqka formula za apr oksimacijata na H esijanot Bk+1

e def inir ana so

(B FG S ) Bk+1 = Bk −
Bksks

T
k Bk

sT
k Bksk

+
yky

T
k

yT
k sk

. (5.43 )

S oodvetnata B FG S obnovuvaqka formula za apr oksimacijata Hk+1 na in-
ver zniot H esijan e def inir ana so

(B FG S ) Hk+1 = (I − ρksky
T
k )Hk(I − ρkyks

T
k ) + ρksks

T
k , (5.44)
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kade

ρk =
1

yT
k sk

. (5.4 5)

O snovnite svojstva na B FG S obnovuvaǌ eto se tie da razlikata meǵu ma-
tricite Bk i Bk+1 e rank -2 matrica i obnovuvaǌ eto ja zadr� uva simetri-
jata na matricite. N o, edna od najposakuvanite osobini na B FG S obnovuva-
ǌ eto e generiraǌ eto na pozitivno def initni matrici sekogax koga poq etnata
aproksimacija B0 e pozitivno def initna i uslovot na zakrivenost (5 .3 7 ) e
zadovolen.

Zabelexka 5.17. U slovot na zakrivenost (5 .3 7 ) ḱ e bide zadovolen ako linis-
koto prebaruvaǌ e e bazirano na V olf ovite uslovi (5 .1 6 ), (5 .1 8 ). K oga pak f

e strogo konveksna f unkcija, uslovot za zakrivenost (5 .3 7 ) e zadovoleno za
bilo koi dva vektori xk i xk+1.

Teorema 5.17. Neka funkcijata na celta vo zadaqata (5.1) e strogo konveksna
kvadratna funkcija t.e. f(x) = xT Ax + bT x, kade A e simetriqna pozitivno
definitna matrica. Togax, za sekoja poqetna toqka x0 i sekoja poqetna si-
metriqna i pozitivno definitna matrica B0, pravcite na prebaruvaǌe gener-
irani so BFGS metodot so obnovuvaqka formula (5.43) gi poseduvaat slednite
svojstva:

(i) Sekantnata ravenka e zadovolena za site prethodni pravci na prebaru-
vaǌe t.e. Bi+1sj = yj, j = 0, 1, ..., i.

(ii) Ako H0 = I, togax pravcite na prebaruvaǌe se koǌugirani t.e. sT
i Asj = 0

za j = 0, 1, ..., i − 1.

(iii) Metodot zavrxuva vo najmnogu n qekori, i ako zavrxi toqno vo n-tiot
qekor, togax va�i Bn = A.

Dokaz. (vo N o c e d a l, W rig h t, T eorema 8 .4 )

Iako obnovuvaq kata f ormula DFP e priliq no ef ektivna, taa brzo bila
zameneta so B FG S f ormulata. E dna od priq inite zox to B FG S obnovuvaǌ eto
e poposakuvano e taa da i koga se koristi mnogu slab kriterium za linisko
prebaruvaǌ e (da req eme c2 = 0.9 vo V olf ovite uslovi), DFP metodot q esto
dava lox i rezultati, x to ne e sluq aj so B FG S metodot. N o, koga parametarot
c2 e mal (da req eme c2 ≤ 0.1) togax ne postoi golema razlika meǵu poveḱ eto
obnovuvaq ki f ormuli.

Interesno e da se napomene deka DFP i B FG S obnovuvaq kite f ormuli se
duali edna na druga, vo smisla deka ednata se dobiva od drugata so zamenata
s ↔ y, B ↔ H.
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5.8.2 Analiza na konvergencijata kaj

kvazi-ǋutnovite metodi

O bnovuvaq kite f or muli za H esijanot kaj kvazi-ǋ utnovite metodi, ja pr a-
vat analizata na konver gencijata pokompleksna otkolku istata kaj metodot
na najbr zo spux taǌ e i ǋ utnoviot metod. O vde ḱ e ja r azgledame global-
nata i lokalnata konver gencija na B F G S metodot. Potrebno e voveduvaǌe na
odredeni pretpostavki.

Pretpostavka 5.1.

(1) Funkcijata na celta f e dva pati neprekinato diferencijabilna.

(2) Funkcijata na celta f e ramnomerno konveksna t.e. postojat pozitivni
konstanti m i M taka da za site x ∈ Ω = {x ∈ R

n | f(x) ≤ f(x0)} koe e
konveksno mno�estvo, va�i

m‖u‖2 ≤ uT∇2f(x)u ≤ M‖u‖2

za sekoj u ∈ R
n.

Zabelexka 5.18. Od Pretpostavka 5.1 (2) sledi deka Hesijanot ∇2f(x) e po-
zitivno definitna na Ω, i f ima edinstven minimum na Ω.

Teorema 5.18 (Teorema za globalna konvergencija na BFGS metodot). Neka
B0 e simetriqna pozitivno definitna poqetna matrica, i neka x0 e poqetna
iteracija za koja e ispolneta Pretpostavka 5.1. Togax, nizata {xk} generi-
rana od BFGS metodot so linisko prebaruvaǌe bazirano na Volfovite uslovi,
konvergira kon toqkata na minimum x∗ na f .

Dokaz. (dokaz vo Nocedal, Wright, Teorema 8.5, vo Sun, Yuan, Teorema 5.3.6.)

Teorema 5.19. Neka va� i Pretpostavka 5.1. D a ja razgledame nizata od ite-
racii xk+ 1 = xk − B−1

k
∇f(xk), kade {Bk} e niza od simetriqni i pozitivno

definitni matrici. Neka {xk} konvergira kon x∗ taka da ∇f(x∗) = 0 i ∇2f(x∗) e
pozitivno definitna. Togax, {xk} konvergira superlinearno kon x∗ ako i samo
ako

lim
k → ∞

‖(Bk −∇2f(x∗))pk‖

‖pk‖
= 0 . (5.4 6)

Dokaz. (dokaz vo Nocedal, Wright, Teorema 3.6, vo Sun, Yuan, Teorema 5.4 .6)
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Teorema 5.20. Neka va�i Pretpostavka 5.1. Da ja razgledame nizata od ite-
racii xk+1 = xk − αkB

−1

k
∇f(xk), kade {Bk} e niza od simetriqni i pozitivno

definitni matrici i αk gi zadovoluva Volfovite uslovi so c1 ≤
1

2
. A ko nizata

{xk} konvergira kon x∗ taka da ∇f(x∗) = 0 i ∇2f(x∗) e pozitivno definitna i
ako za pravecot na prebaruvaǌ e va�i (5.4 6 ), togax αk → 1 i {xk} konvergira
superlinearno kon x∗.

D ok az. (dokaz vo S u n , Y u a n , T eor ema 5 .4 .8 , vo N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 3 .5 )

Pret p os t av k a 5.2. H esijanot ∇2f(x) e L ipx ic nepr ekinat vo x∗, odnosno
va� i

‖∇2f(x) −∇2f(x∗)‖ ≤ L‖x − x∗‖,

za site x vo okolina na x∗, kade L e pozitivna konstanta.

Teorema 5.21 (Teorema za l ok al n a k on v ergen c i ja n a B F G S metod ot ). Neka
f e dva pati neprekinato diferencijabilna. Neka nizata {xk} generirana od
BFGS metodot konvergira kon toqkata na minimum x∗ vo koja va�i Pret-
postavka 5.2 , i neka va�i uslovot

∞∑

k= 1

‖xk − x∗‖ < ∞. (5.4 7)

T ogax , {xk} konvergira superlinearno kon x∗.

D ok az. (dokaz vo N o c e d a l, W rig h t, T eor ema 8 .6 , i S u n , Y u a n , T eor ema 5 .4 .1 6 .)

5.9 M et od i b ez p resmet u v aǌ e n a i zv od i

V o ovoj del se izlo� eni nekoi metodi za optimizacija na ednodimezinalni
i poveḱ edimenzionalni f unkcii koi kor istat samo vr ednosti na f unkcijata
na celta.

5.9.1 M et od n a zl at en p resek i metod n a F i b on aq i

N eka f : R → R e nepr ekinata f unkcija na inter valot [a, b ]. O vie metodi se
sostojat vo f or mir aǌ e na niza od inter vali [ak, bk] koi ja sodr � at optimal-
nata toq ka x∗. N o, najnapr ed izlagame algor itam za odr eduvaǌ e na poq eten
inter val koj ja sodr � i toq kata x∗.
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ALGORITAM 5.10 (Odreduvaǌe na interval na rexenieto).

Qekor 0. I zberi poq etna toq ka x0 ∈ R i pravec na prebaruvaǌ e h ∈ R. S tavi
k = 0.

Qekor 1. A ko f(x0 + h) < f(x0) stavi x1 = x0 + h, k = 1 i odi na Q ekor 2 . V o
sprotivno, savi h = −h i ako f(x0 + h) < f(x0) stavi x1 = x0 + h, k = 1 i
odi na Q ekor 2 . A ko f(x0 +h) ≥ f(x0) stavi h = h/2 i povtori go Q ekor 1 .

Qekor 2. S tavi h = 2h i presmetaj xk+1 = xk + h.

Qekor 3. A ko f(xk+1) < f(xk) stavi k = k+1 i odi na Q ekor 2 . A ko f(xk+1) ≥ f(xk)
sopri go prebaruvaǌ eto i za interval koj go sodr� i rex enieto zemi go
intervalot [xk−1, xk+1].

Metodot na zlaten presek i metodot na F ibonaq i podle� at na edna ista
x ema i se razlikuvaat samo vo izborot na parametarot λ. Metodot na zlaten
presek ja koristo vrednosta λ = λ̄ =

√

5−1

2
≈ 0.6 18, dodeka metodot na F ibonaq i

ja koristi vrednosta λ = λn ,k = Fn−k

Fn−k+1
, kade F0 = F1 = 1, Fk+1 = Fk + Fk−1,

k = 1, 2, ... e nizata od F ibonaq ievi broevi.

ALGORITAM 5.11 (X em a na m etodot na zlaten p resek i m etodot na
F ib onaq i).

Qekor 0. I zberi poq eten interval [a0, b0] koj go sodr� i rex enieto, tolerancija
ε > 0 i vrednost za parametarot 1/2 < λ < 1. S tavi k = 0.

Qekor 1. P resmetaj ∆k = bk − ak. A ko ∆k ≤ ε, togax odi na Q ekor 4 , inaku odi
na Q ekor 2 .

Qekor 2. P resmetaj gi yk = ak + (1 − λ)∆k i zk = ak + λ∆k.

Qekor 3. A ko f(yk) ≤ f(zk), togax stavi ak+1 = ak, bk+1 = zk, vo sprotivno stavi
ak+1 = yk, bk+1 = bk. S tavi k = k + 1 i odi na Q ekor 1 .

Qekor 4 . Z a optimalno rex enie zemi ja vrednosta ak ili bk vo koja f unkcijata
na celta ima pomala vrednost.

Z ab elexka 5.19. I meto na metodot na zlaten presek doaǵa od def inicijata
za zlaten presek , imeno toq kata y ∈ [a, b] e zlaten presek na intervalot [a, b]
ako va� i

b − a

b − y
=

b − y

y − a
.
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S e poka� uva deka za λ = λ̄ =
√

5−1

2
toq kite yk i zk od A lgoritam 5 .1 1 se toq ki

na zlaten presek na intervalot [ak, bk]. I sto taka, se poka� uva deka sekoj od
intervalite [ak, bk] ja sodr� i optimalnata toq ka x∗, ako poq etniot interval
[a0, b0] ja sodr� i, i pri toa ∆k → 0 koga k → ∞, odnosno za odnapred dadena
tolerancija ε > 0 metodot na zlaten presek A lgoritam 5 .1 1 stopira posle
koneq no mnogu q ekori.

Zabelexka 5.20. Z a nizata F ibonaq ievi broevi F0 = F1 = 1, Fk+ 1 = Fk + Fk−1,
k = 1, 2, ... se poka� uva deka va� i formulata na Binet, taa e

Fk =
1√
5

((1 +
√

5

2

)k+ 1

−
(1 −

√
5

2

)k+ 1)

. (5.4 8 )

I sto taka se poka� uva deka metodot na F ibonaq i A lgoritam 5 .1 1 generira
niza od intervali [ak, bk] koi ja sodr� at optimalnata toq ka x∗, ako poq etniot
interval [a0, b0] ja sodr� i, i pri toa za odnapred dadena tolerancija ε > 0
algoritmot ḱe sopre posle koneq no mnogu q ekori, ako n se odbere taka da
∆0

Fn

≤ ε, odnosno Fn ≥ ∆0

ε
= b0−a0

ε
.

5.9.2 M et o d n a kv ad r at n a ap r o ks i m ac i ja

N eka f : R → R e neprekinata f unkcija na intervalot [a, b ] koj ja sodr� i
toq kata na minimum x∗. I dejata na metodot na kvadratna aproksimacija e
da f unkcijata f se aproksimira dovolno precizno so polinom od vtor stepen
na intervalot [a, b ], i potoa toq kata ma minimum na polinomot da se zeme za
pribli� na vrednost na x∗. O voj metod q esto se primenuva kako kraen q ekor
na metodot na zlaten presek otkako e veḱ e najden dovolno mal interval [ak, bk]
koj ja sodr� i toq kata na minimum x∗.

D ef i n i c i ja 5.4. Trojkata broevi x1 < x2 < x3 se narekuva pogodna trojk a
broev i ako f(x2) ≤ m in {f(x1), f(x3)} i f(x2) < m a x {f(x1), f(x3)}.
Zabelexka 5.21. P osledniot uslov vo D ef inicija 5 .4 povlekuva deka toq kite
(xi, f(xi)), i = 1, 2, 3 ne le� at na prava paralelna so apcisnata oska. D a
zabele� ime deka ako x1, x2, x3 e pogodna trojka broevi, togax intervalot
[x1, x3] ja sodr� i optimalnata toq ka x∗.

I zborot na pogodna trojka broevi meǵu q etiri broja x1 < x2 < x3 < x4

za koi va� i f(x2) ≤ m in {f(x1), f(x4)} i f(x3) ≤ m in {f(x1), f(x4)} se pravi na
sledniot naq in: A ko f(x2) < f(x3), togax pogodnata trojka broevi e x1, x2, x3 i
ako f(x2) > f(x3), togax pogodnata trojka broevi e x2, x3, x4. A ko f(x2) = f(x3),
togax x∗ ∈ [x2, x3] i sekoja od trojkite x1, x2, x3 i x2, x3, x4 e pogodna trojka
broevi. V o ovoj sluq aj preporaq livo e da se odbere onaa trojka koja odgovara
na pokratkiot od intervalite [x1, x3] i [x2, x4]. I li pak , da se odbere toq ka
x5 ∈ [x2, x3] i togax trojkata x2, x5, x3 e pogodna trojka broevi.



60 5. Metodi na bezuslovna optimizacija

K ako x to bex e pogor e ka� ano, f unkcijata na calta f se apr oksimir a so
polinom od vtor stepen P2(x) = ax2+bx+c i toq kata na minimum na polinomot
na inter valot na koj se izveduva optimizacijata se zema za pr ibli� na vr ed-
nost na r ex enieto x∗ vo toj q ekor . N eka x1, x2, x3 e pogodna tr ojka br oevi,
togax apr oksimacioniot polinom na inter valot [x1, x3] se naoǵa so inter po-
lacija, odnosno tr eba da bidat zadovoleni uslovite P2(xi) = f(xi), i = 1, 2, 3.
A ko oznaq ime so fi = f(xi), i = 1, 2, 3, togax koef icientite a, b, c gi dobivame
so r ex avaǌ e na sistemot

ax2

i
+ bxi + c = fi, i = 1, 2, 3,

i za sledno pr ibli� uvaǌ e na r ex enieto x∗ go ja zemame toq kata na minimum
na apr oksimacioniot polinom, odnosno

x = −
b

2a
=

1

2
·
(x2

1
− x2

2
)(f2 − f3) − (x2

2
− x2

3
)(f1 − f2)

(x1 − x2)(f2 − f3) − (x2 − x3)(f1 − f2)
. (5.4 9 )

Mo� e da se poka� e deka |x − x2| ≤
1

2
m a x {x2 − x1, x3 − x2}, od kade sledi deka

novoto pr ibli� uvaǌ e x ∈ [x1, x3], x to e pr eduslov za f or mir aǌ e na sledna
pogodna tr ojka br oevi koja odgovar a na pomal inter val, podinter val od
[x1, x3].

ALGORITAM 5.12 (Metod na kvadratna aproksimacija).

Qekor 0. I zber i poq etna pogodna tr ojka br oevi x1, x2, x3 i toler ancija ε > 0.

Qekor 1. P r esmetaj go pr ibli� uvaǌ eto x spor ed f or mulata (5 .4 9 ).

Qekor 2 . A ko |x − x2| ≤ ε, togax odi na Q ekor 4 , inaku odi na Q ekor 3 .

Qekor 3 . I zber i nova pogodna tr ojka br oevi meǵu br oevite x1, x2, x3 i x koja
odgovar a na pomal inter val, izvr x i pr eoznaq uvaǌ e na br oevite (pov-
tor no so x1 < x2 < x3) i odi na Q ekor 1 .

Qekor 4 . Z a optimalno r ex enie zemi ja vr ednosta x.

Z ab el ex ka 5.22. Izborot na poqetna pogodna trojka broevi x1, x2, x3 se izve-
duva sliqno kako izborot na poqeten interval koj go sodr�i rexenieto Al-
goritam 5.10 so doplnitelni qekori za odreduvaǌe na toqka od intervalot
koja so krajnite toqki ḱe formiraat pogodna trojka broevi.

Ponatamu, dokolu imenitelot vo (5.49) e nula, togax za sledno pribli�u-
vaǌe se zema x = x2 i Algoritam 5.12 zapira pri xto za optimalno rexenie
se zema x2.
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Zabelexka 5.23. S e poka� uva deka nizata pribli� uvaǌ a generirana od A l-
goritam 5 .1 2 konvergira kon rex enieto x∗ so brzina na konvergencija od red
1.3 2, x to znaq i deka postoi konstanta M > 0 taka da

|xk+1 − x∗| ≤ M |xk − x∗|1.3 2 za site dovolno golemi k,

kade xk e k-toto pribli� uvaǌ e generirano so algoritamot.

5.9.3 M et o d n a H u k i � i v s

N eka f : R
n → R e poveḱ edimenzionalna f unkcija na celta. Metodot na H uk

i � ivs koristi kombiniraǌ e na pravcite na prebaruvaǌ e, poq nuva so ko-
ordinatni pravci, pa se pref rla na pravec po dol� inata na razlikata od
poslednite dve iteracii, i povtorno od poq etok .

D a gi oznaq ime so e1, e2, ..., en se pokoordinatnite pravci, odnosno vektorot
ej ima edinica na j-toto mesto i ostanatite se nuli, j = 1, 2, ..., n.

A L G O R I T A M 5.13 (M et o d n a H u k i � i v s ).

Q eko r 0 . I zberi poq etna toq ka x0 i tolerancija ε > 0. S tavi y1 = x0, j = 1 i
k = 0.

Q eko r 1 . R ex i ja zadaq ata na ednodimenzionalna mimizacija m in λ > 0 f(yj + λej)
za da ja dobiex dol� inata na pokoordinatniot q ekor λj.

Q eko r 2 . S tavi yj+1 = yj +λjej. A ko j < n togax stavi j = j+1 i odi na Q ekor 1 .
A ko j = n togax za sledna iteracija zemi ja toq kata xk+1 = yn+1 i odi
na Q ekor 3 .

Q eko r 3 . A ko ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε togax S T O P , inaku odi na Q ekor 4 .

Q eko r 4 . S tavi pk = xk+1−xk i rex i ja zadaq ata na ednodimenzionalna mimizacija
m in α > 0 f(xk+1 + αpk) za da ja dobiex dol� inata na q ekorot αk.

Q eko r 5 . S tavi y1 = xk+1 + αkpk, j = 1, k = k + 1 i odi na Q ekor 1 .

Zabelexka 5.24. K onvergencijata na metodot na H uk i � ivs se postignuva
pri relativno slabi uslovi, dovolno e da se pretpostavi deka f e dif eren-
cijabilna i ograniq ena od dolu f unkcija na celta.
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5.9.4 Metod na Pauel i Zangvil

N eka f : R
n → R e poveḱ edimenzionalna f unkcija na celta. Metodot na P auel

i Z angvil koristi mno� estvo od pokoordinatni pravci na prebaruvaǌ e koe
vo sekoja iteracija se menuva so cel da dovede do opaǵaǌ e na f unkcijata na
celta.

ALGORITAM 5.14 (Metod na Pauel i Zangvil).

Qekor 0. I zberi poq etna toq ka x0,0, poq etni pokoordinatni ediniq ni vektori
p1,0, p2,0, ..., pn,0 i tolerancija ε > 0. S tavi δ0 = 1 i k = 0.

Qekor 1. Z a i = 1 , 2, ..., n rex i ja zadaq ata na ednodimenzionalna mimizacija
m in α>0 f(xi−1,k + αpi,k) za da ja dobiex dol� inata na pokoordinatniot
q ekor αi,k i stavi xi,k = xi−1,k + αi,kpi,k.

Qekor 2. S tavi λk = ‖xn,k−x0,k‖. A ko λk ≤ ε togax S T OP , inaku odi na Q ekor 3 .

Qekor 3. S tavi pn+1,k = (xn,k −x0,k)/λk. R ex i ja zadaq ata na ednodimenzionalna
mimizacija m in α>0 f(xn,k + αpn+1,k) za da ja dobiex dol� inata na q ekorot
αn+1,k.

Qekor 4. S tavi xk+1,0 = xn,k + αn+1,kpn+1,k. A ko ‖x0,k+1 − x0,k‖ ≤ ε togax S T OP ,
inaku odi na Q ekor 5 .

Qekor 5. Odredi go m taka da αm,k = m a x {αi,k | i = 1 , 2, ..., n}.

(i) A ko αm,kδk/λk ≥ ε togax stavi pi,k+1 = pi,k za i 6= m, pm,k+1 = pn+1,k,
δk+1 = αm,kδk/λk i odi na Q ekor 6 .

(ii) A ko αm,kδk/λk < ε togax stavi pi,k+1 = pi,k, i = 1 , 2, ..., n, δk+1 = δk i odi
na Q ekor 6 .

Qekor 6. S tavi k = k + 1 i odi na Q ekor 1 .

Zabelexka 5.25. N a mestoto od poq etnite pokoordinatni vektori p1,0, p2,0, ..., pn,0

mo� e da se zeme bilo koe mno� estvo od n linearno nezavisni normalizirani
vektori. Q ekor 4 od A lgoritam 5 .1 4 obezbeduva da novite pravci bidat pov-
torno nezavisni.

Zabelexka 5.26. S e poka� uva deka nizite {x0,k}, {x1,k}, ..., {xn,k} generirani
so metodot na P auel i Z angvil A lgoritam 5 .1 4 konvergiraat kon optimalnata
toq ka, ako f e strogo konveksna neprekinato dif erencijabilna f unkcija na
celta.

Meǵutoa rezultatite od numeriq kite testiraǌ a poka� uvaat deka brz-
inata na konvergencija na site koordinatni metodi e pribli� no n pati
pospora od brzinata na konvergencija na metodot na najbrzo spux taǌ e.


