
2

Deskriptivna statistika

Zadaqa 2.1. Neka x1, ..., xn i y1, ..., yn se dve nizi od podatoci koi odgovaraat
na obele�jata X i Y soodvetno, i za koi va�i yi = axi + b, i = 1, 2, ..., n, kade
a, b = const. Poka�i deka y = ax + b i s2

y = a2s2
x.

Rexenie. Koristejḱi gi definiciite na aritmetiqka sredina i disperzija
na podatocite, imame

y =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

n

n∑
i=1

(axi + b) =
1

n

n∑
i=1

axi +
1

n

n∑
i=1

b = ax +
1

n
· nb = ax + b,

s2
y =

1

n

n∑
i=1

(yi − y)2 =
1

n

n∑
i=1

(axi + b− (ax + b))2 =
1

n

n∑
i=1

a2(xi − x)2 = a2s2
x,

xto trebaxe da se poka�e.

Zadaqa 2.2. Po prvite n1 mereǌa x′1, ..., x
′
n1

koi odgovaraat na statistiqkoto
obele�je X dobiena e sredina x1 i varijansa s2

1, a od novite n2 mereǌa
x′′1, ..., x

′′
n2

dobiena e sredina x2 i varijansa s2
2. Ako site n1 + n2 = n mereǌa se

sfatat kako edna niza od statistiqki podatoci, togax se dobiva sredina x
i varijansa s2

0. Poka�i deka

a) x = 1
n
(n1x1 + n2x2),

b) s2
0 = 1

n
(n1(s

2
1 + (x1 − x)2) + n2(s

2
2 + (x2 − x)2)).

Rexenie. Za prvoto tvrdeǌe imame

x =
1

n
(

n1∑
i=1

x′i +

n2∑
i=1

x′′i ) =
1

n
(n1x1 + n2x2),
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dodeka za vtoroto tvrdeǌe imame

s2
0 =

1

n

( n1∑
i=1

(x′i − x)2 +

n2∑
i=1

(x′′i − x)2
)

=

=
1

n

( n1∑
i=1

(x′i − x1 + x1 − x)2 +

n2∑
i=1

(x′′i − x2 + x2 − x)2
)

=

=
1

n

( n1∑
i=1

((x′i − x1)
2 − 2(x′i − x1)(x1 − x) + (x1 − x)2) +

+

n2∑
i=1

((x′′i − x2)
2 − 2(x′′i − x2)(x2 − x) + (x2 − x)2)

)
=

=
1

n
(n1s

2
1 + n1(x1 − x)2 + n2s

2
2 + n2(x2 − x)2) =

=
1

n
(n1(s

2
1 + (x1 − x)2) + n2(s

2
2 + (x2 − x)2)),

zatoa xto
∑n1

i=1(x
′
i − x1) = 0 i

∑n2

i=1(x
′′
i − x2) = 0.

Zadaqa 2.3. Po anketiraǌeto na 100 vozaqi vo vrska so proseqnata dnevna
potroxuvaqka na gorivo (vo litri) dobienite rezultati prika�ani se vo
Tabela 2.1.

potroxuvaqka
(vo litri) 2 4 5 6 8 10 11 12 13 14

broj na vozaqi 5 10 10 12 18 12 8 10 9 6

Tabela 2.1: Proseqna dnevna potroxuvaqka na gorivo.

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i napravi
gi soodvetnite grafiqki prikazi).

Rexenie. Brojnite karakteristiki na dadenite podatoci se

x =
1

100
(5 · 2 + 10 · 4 + 10 · 5 + 12 · 6 + 18 · 8 + 12 · 10 +

+8 · 11 + 10 · 12 + 9 · 13 + 6 · 14) = 8, 45,

s2 =
1

100
(5 · 22 + 10 · 42 + 10 · 52 + 12 · 62 + 18 · 82 + 12 · 102 +

+8 · 112 + 10 · 122 + 9 · 132 + 6 · 142)− 8, 452 = 11, 7875,

Irena Stojkovska
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s2 =
n

n− 1
s2 =

100

100− 1
· 11, 7875 = 11, 9066.

Modata kako vrednost koja se prima so najgolema qestota, e vrednosta 8
(qestotata e 18). Bidejḱi n = 100 = 2 · 50 e paren broj, medijanata m se
presmetuva spored formulata

m =
1

2
(x′n

2
+ x′n

2
+1) =

1

2
(x′50 + x′51) =

1

2
(8 + 8) = 8.

Bidejḱi n = 100 = 4 · 25 e broj od oblik n = 4k, kvartalite Q1 i Q3 se presme-
tuvaat spored formulite

Q1 =
1

4
(x′n

4
+ 3x′n

4
+1) =

1

4
(x′25 + 3x′26) =

1

4
(5 + 3 · 6) = 5, 75,

Q3 =
1

4
(3x′3n

4
+ x′3n

4
+1

) =
1

4
(3x′75 + x′76) =

1

4
(3 · 11 + 12) = 11, 25.

Empiriskata funkcija na raspredelba e Fn(x) = nx

n
, x ∈ R, kade nx e brojot

na podatoci so vrednost pomala od x. Taka, za x ≤ 2 imame deka nx = 0, pa
Fn(x) = 0. Za 2 < x ≤ 4 imame deka nx = 5, pa Fn(x) = 5/100 = 0, 05. Za 4 < x ≤ 5
imame deka nx = 5 + 10 = 15, pa Fn(x) = 15/100 = 0, 15. Za 5 < x ≤ 6 imame deka
nx = 5 + 10 + 10 = 25, pa Fn(x) = 25/100 = 0, 25 i.t.n. Funkcijata Fn(x) zaedno so
nejziniot grafik se prika�ani podolu.

Fn(x) =





0 , x ≤ 2
0, 05 , 2 < x ≤ 4
0, 15 , 4 < x ≤ 5
0, 25 , 5 < x ≤ 6
0, 37 , 6 < x ≤ 8
0, 55 , 8 < x ≤ 10
0, 67 , 10 < x ≤ 11
0, 75 , 11 < x ≤ 12
0, 85 , 12 < x ≤ 13
0, 94 , 13 < x ≤ 14
1 , x > 14

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

5 10 15

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Soodvetnite relativni qestoti na podatocite dadeni so Tabela 2.1 se
vo Tabela 2.2. Poligonot na qestoti i poligonot na relativni qestoti
prika�ani se na Slika 2.1. Od ovie grafiqki prikazi se sogleduva deka
raspredelbata na podatocite e skoro simetriqna.

Dokolku sakame da gi prika�eme dadenite podatoci grafiqki so his-
togrami, potrebno e prethodno da gi podelime vo intervali.

Irena Stojkovska
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potroxuvaqka
(vo litri) 2 4 5 6 8 10 11 12 13 14

relativni qestoti 0,05 0,10 0,10 0,12 0,18 0,12 0,08 0,10 0,09 0,06

Tabela 2.2: Relativni qestoti na podatocite od Tabela 2.1.
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Slika 2.1: (a) Poligon na qestoti, Tabela 2.1, (b) Poligon na relativni
qestoti, Tabela 2.2

Brojot na intervali r mo�e da se odredi na poveḱe naqini:

r ≈ √
n =

√
100 = 10,

r ≈ 1 + 3, 21 log n1 + 3, 21 log 100 = 7, 42 ≈ 7,

r ≈ 5 log n = 5 log 100 = 10.

Treba da se zeme vo predvid i preporaqlivata referenca 5−10% od vkupniot
broj na podatoci n i ne poveḱe od 30% od n, xto vo naxiot sluqaj (n = 100)
znaqi deka preporaqlivo e r da e broj meǵu 5 i 10, no ne pogolem od 30. Od
do sega ka�anoto, mo�e da se odluqime za r = 7.

Potoa, go proxiruvame intervalot vo koj se naoǵaat podatocite, toa e in-
tervalot [2, 14]. Edno proxiruvaǌe e [1, 15]. Za ova proxiruvaǌe, dol�inata
na sekoj od podintervalite ḱe iznesuva

h =
15− 1

7
=

14

7
= 2.

So Tabela 2.3 dadeni se podatocite od Tabela 2.1 grupirani vo intervali,
zaedno so relativnite qestoti. Soodvetnite grafiqki prikazi so histogram
na qestoti i histogram na relativni qestoti prika�ani se na Slika 2.2.
Dobienite histogrami (Slika 2.2) ne uka�uvaat na nekoja pogolema simet-
riqnost na raspredelbata na podatocite.

Irena Stojkovska
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interval [1,3] (3,5] (5,7] (7,9] (9,11] (11,13] (13,15]

qestoti 5 20 12 18 20 19 6
relativni qestoti 0,05 0,20 0,12 0,18 0,20 0,19 0,06

Tabela 2.3: Podatocite od Tabela 2.1 grupirani vo intervali.

2 4 6 8 10 12 14

5

10

15

20

2 4 6 8 10 12 14
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

(a) (b)

Slika 2.2: (a) Histogram na qestoti, Tabela 2.3, (b) Histogram na relativni
qestoti, Tabela 2.3

Drug naqin na podelba na intervali ḱe dade druga pretstava za raspre-
delbata na podatocite. Na primer, ako se odlucime za r = 10 intervali i
ako za proxiren interval go zememe intervalot [1, 5−14, 5], togax dol�inata
na sekoj od podintervalite ḱe bide

h =
14, 5− 1, 5

10
=

13

10
= 1, 3.

Grupiranite podatoci vo 10 intervali zaedno so relativnite qestoti se
prika�ani vo Tabela 2.4. Soodvetnite grafiqki prikazi so histogram na
qestoti i histogram na relativni qestoti prika�ani se na Slika 2.3. His-
togramite (Slika 2.3) davaat razliqna pretstava za raspredelbata na istite
podatoci, no mnogu pobliska do onaa slika koja ja davaat poligonite.

interval [1,5-2,8] (2,8-4,1] (4,1-5,4] (5,4-6,7] (6,7-8] (8-9,3]
qestoti 5 10 10 12 18 0

relativni qestoti 0,05 0,10 0,10 0,12 0,18 0
interval (9,3-10,6] (10,6-11,9] (11,9-13,2] (13,2-14,5]
qestoti 12 8 19 6

relativni qestoti 0,12 0,08 0,19 0,06

Tabela 2.4: Podatocite od Tabela 2.1 grupirani vo intervali.

Irena Stojkovska
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Slika 2.3: (a) Histogram na qestoti, Tabela 2.3, (b) Histogram na relativni
qestoti, Tabela 2.3

Zadaqa 2.4. Na sluqaen naqin se izbrani 200 stebla na koi im e izmeren
dijametarot na napreqniot presek (vo cm) i dobienite rezultati prika�ani
se vo Tabela 2.5.

dijametar
(vo cm) 40-43 43-46 46-49 49-52 52-55 55-58 58-61

broj na stebla 2 7 40 87 58 5 1

Tabela 2.5: Dijametar na napreqniot presek na stebloto.

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i napravi
gi soodvetnite grafiqki prikazi).

Rexenie. Podatocite koi se dadeni vo ovaa zadaqa se veḱe grupirani vo
intervali, taka da presmetvaǌeto na x, s2 e preku sredinite na intervalite
(Tabela 2.6).

x =
1

200
(2 · 41, 5 + 7 · 44, 5 + 40 · 47, 5 + 87 · 50, 5 +

+58 · 53, 5 + 5 · 56, 5 + 1 · 59, 5) = 50, 665,

s2 =
1

200
(2 · 41, 52 + 7 · 44, 52 + 40 · 47, 52 + 87 · 50, 52 +

+58 · 53, 52 + 5 · 56, 52 + 1 · 59, 52)− 50, 6652 = 7, 76,

s2 =
n

n− 1
s2 =

200

200− 1
· 7, 76 = 7, 799.

Modata e sredinata na onoj interval koj sodr�i najgolem broj na podatoci,
toa e intervalot (49, 52] koj sodr�i 87 podatoci, pa modata e 50,5.

Irena Stojkovska
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Dadenata tabela so qestoti, Tabela 2.5, ja dopolnuvame so sredinite na
intervalite, kumulativni qestoti, relativni qestoti, i kumulativni rela-
tivni qestoti. Se dobiva Tabela 2.6.

interval 40-43 43-46 46-49 49-52 52-55 55-58 58-61

sredina na int. 41,5 44,5 47,5 50,5 53,5 56,5 59,5
qestoti 2 7 40 87 58 5 1

kumulat. qestoti 2 9 49 136 194 199 200
relativni qestoti 0,01 0,035 0,2 0,435 0,29 0,025 0,005
kumul. rel. qestoti 0,01 0,045 0,245 0,68 0,97 0,995 1

Tabela 2.6: Dopolneta Tabela 2.5.

Medijanata i kvartalite Q1 i Q3 se presmetuvaat na sledniot naqin. Bidejḱi
medijanata e p = 50-ti procentil, taa se naoǵa na

1 + (n− 1) · p% = 1 + (200− 1) · 0, 50 = 100, 5-toto

mesto, xto znaqi deka se naoǵa vo intervalot (49, 52] i iznesuva

m = 49 + (100, 5− 49) · 52− 49

87
= 50, 77586.

Sliqno, kvartalot Q1 se naoǵa na 1 + (200− 1) · 0, 25 = 50, 75-toto mesto, znaqi
povtorno vo intervalot (49, 52], i iznesuva

Q1 = 49 + (50, 75− 49) · 52− 49

87
= 49, 06034.

Kvartalot Q3 se naoǵa na 1 + (200 − 1) · 0, 75 = 150, 25-toto mesto, znaqi vo
intervalot (52, 55], i iznesuva

Q3 = 52 + (150, 25− 136) · 55− 52

58
= 52, 73707.

Empiriskata funkcija na raspredelba Fn(x) = nx

n
, x ∈ R, kade nx e brojot na

podatoci so vrednost pomala od x, zaedno so nejziniot grafik se prika�ani
podolu.

Fn(x) =





0 , x ≤ 43
0, 01 , 43 < x ≤ 46
0, 045 , 46 < x ≤ 49
0, 245 , 49 < x ≤ 52
0, 68 , 52 < x ≤ 55
0, 97 , 55 < x ≤ 58
0, 995 , 58 < x ≤ 61
1 , x > 61

æ æ
æ

æ

æ

æ
æ
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Poligonot na qestoti i poligonot na relativni qestoti dadeni se na
Slika 2.4. Histogramot na qestoti i histogramot na relativni qestoti
dadeni se na Slika 2.5. Od ovie grafiqki prikazi se sogleduva simetriq-
nosta na raspredelbata na podatocite.
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Slika 2.4: (a) Poligon na qestoti, Tabela 2.6, (b) Poligon na relativni
qestoti, Tabela 2.6
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Slika 2.5: (a) Histogram na qestoti, Tabela 2.6, (b) Histogram na relativni
qestoti, Tabela 2.6
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Zadaqa 2.5. Napraveno e ispituvaǌe kaj 150 studenti za da se uvidi vrskata
meǵu ocenkata po matematika vo poslednata godina od srednoto obrazovanie
(X) i ocenkata na ispitot po matematika na fakultet (Y ). Dobienite rezul-
tati prika�ani se vo Tabela 2.7.

HHHHHHX
Y

5 6 7 8 9 10

2 2 1 0 1 0 0
3 5 35 2 5 0 1
4 3 1 10 15 6 6
5 1 0 0 6 18 32

Tabela 2.7: Ocenki po predmetot matematika vo poslednata godina od sred-
noto obrazovanie (X) i ocenkata na ispitot po matematika na fakultet (Y ).

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i ispi-
taj ja zavisnosta meǵu obele�jata).

Rexenie. Za naoǵaǌe na brojnite karakteristiki, najnapred gi odreduvame
marginalnite raspredelbi na frekfenciite.

X 2 3 4 5

gi 4 48 41 57

Y 5 6 7 8 9 10

hj 11 37 12 27 24 39

Tabela 2.8: Marginalni frekfencii.

Togax, imame

x =
1

n

r∑
i=1

giai =
1

150
(4 · 2 + 48 · 3 + 41 · 4 + 57 · 5) = 4, 006667,

y =
1

n

s∑
i=1

hibi =
1

150
(11 · 5 + 37 · 6 + 12 · 7 + 27 · 8 + 24 · 9 + 39 · 10) = 7, 886667,

s2
x =

1

n

r∑
i=1

gia
2
i − x2 = 0, 8066222,

s2
y =

1

n

s∑
i=1

hib
2
i − y2 = 2, 913822,

sxy =
1

n

r∑
i=1

s∑
j=1

aibjfij − x y = 1, 03404,
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pa koeficientot na korelacija e

rxy =
sxy

sxsy

= 0, 6744826,

xto znaqi deka postoi statistiqki signifikantna korelacija (|rxy| ≥ 0, 5)
meǵu ocenkite po matematika vo poslednata godina od srednoto obrazovanie
i istite na ispitot po matematika na fakultet. Ponatamu, za da ja ispitame
statistiqkata zavisnost meǵu obele�jata, gi presmetuvame octapuvaǌeto od
statistiqkata nezavisnost

f 2 =
r∑

i=1

s∑
j=1

f 2
ij

gihj

− 1 = 1, 077948,

i stepenot na statistiqkata zavisnost

o =
f 2

min{r, s} − 1
=

1, 077948

4− 1
= 0, 359827 ≈ 36%,

xto znaqi deka meǵu ocenkata po matematika vo poslednata godina od sred-
noto obrazovanie i ocenkata na ispitot po matematika na fakultet postoi
statistiqka zavisnost od 36%.

Za odreduvaǌe na krivite na regresija, gi barame najnapred uslovnite
raspredelbi na frekfenciite, za da gi najdeme soodvetnite aritmetiqki sre-
dini na podatocite od uslovnite raspredelbi.

X|Y = 5 2 3 4 5

qestota 2 5 3 1

X|Y = 6 2 3 4 5

qestota 1 35 1 0

X|Y = 7 2 3 4 5

qestota 0 2 10 0

X|Y = 8 2 3 4 5

qestota 1 5 15 6

X|Y = 9 2 3 4 5

qestota 0 0 6 18

X|Y = 10 2 3 4 5

qestota 0 1 6 32

Tabela 2.9: Uslovni raspredelbi na frekfencii za obele�jeto X.

Soodvetnite aritmetiqki sredini na podatocite od uslovnite raspre-
delbi za X se

x(5) = 3, 272727, x(6) = 3, 102564, x(7) = 3, 75,

x(8) = 3, 962963, x(9) = 4, 428571, x(10) = 4, 658537.
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Y |X = 2 5 6 7 8 9 10

qestota 2 1 0 1 0 0

Y |X = 3 5 6 7 8 9 10

qestota 5 35 2 5 0 1

Y |X = 4 5 6 7 8 9 10

qestota 3 1 10 15 6 6

Y |X = 5 5 6 7 8 9 10

qestota 1 0 0 6 18 32

Tabela 2.10: Uslovni raspredelbi na frekfencii za obele�jeto Y .

Soodvetnite aritmetiqki sredini na podatocite od uslovnite raspre-
delbi za Y se

y(2) = 6, y(3) = 6, 34, y(4) = 7, 92683, y(5) = 9, 196721.

Grafiqkiot prikaz na krivata na regresija na Y vo zavisnost od X e
iskrxena linija so temiǌa vo (ai, y(ai)), i = 1, ..., r, a krivata na regresija
na X vo zavisnost od Y e iskrxena linija so temiǌa vo (x(bi), bj), j = 1, ..., s.
Pravite na regresija koi gi aproksimiraat ovie dve krivi se

y = y +
sxy

s2
x

(x− x) = 1, 2819x + 2, 7504,

x = x +
sxy

s2
y

(y − y) = 0, 3549y + 1, 2079,

soodvetno.

Zadaqa 2.6. Pri edno ispituvaǌe napraveno na pazarot za posetenosta na su-
permarketite, vo eden supermarket, vo 40 sluqajno odbrani denovi, izmereni
se proseqniot procent na namaluvaǌeto na cenite (x) i brojot na posetiteli
vo minuta (y) i dobieni se slednite dvodimenzionalni podatoci:

(0, 12), (0, 13), (0, 13), (1, 14), (1, 14), (2, 14), (2, 14), (2, 16),
(3, 17), (3, 17), (4, 18), (4, 18), (4, 18), (4, 18), (5, 19), (5, 19),
(6, 19), (6, 19), (6, 19), (7, 19), (7, 20), (7, 20), (7, 20), (7, 20),

(7, 20), (7, 20), (8, 21), (9, 21), (10, 21), (11, 21), (11, 22), (13, 22),
(13, 22), (14, 23), (15, 25), (16, 26), (17, 26), (18, 27), (22, 29), (26, 30)

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i ispi-
taj ja zavisnosta meǵu obele�jata).
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