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1

Elementi od teorija na verojatnost

1.1 Sluqajni promenlivi
Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost.

• Sluqajna promenliva definirana na (Ω,F , P ) e realno vrednosna fun-
kcija ξ : Ω → R koja e merliva vo odnos na F i B t.e. za site Borelovi
mno�estva B ∈ B va�i ξ−1(B) = {w : ξ(w) ∈ B} ∈ F .

• Funkcijata Pξ : B → R definirana so Pξ(B) = P{w : ξ(w) ∈ B} = P (ξ−1(B))
se narekuva zakon na sluqajnata promenliva ξ.

• Funkcijata Fξ : R→ R definirana so

Fξ(x) = Pξ((−∞, x]) = P{w : ξ(w) ≤ x} = P (ξ ≤ x)

se narekuva funkcija na raspredelba na sluqajnata promenliva ξ.

Osnovni svojstva: Fξ e neprekinata od desno, Fξ e neopaǵaqka funkcija,
limx→−∞ Fξ(x) = 0 i limx→∞ Fξ(x) = 1.

• Sluqajnata promenliva ξ e diskretna ako mno�estvoto od site mo�ni
vrednosti na ξ, odnosno ξ(Ω), e koneqno ili prebroivo.

Sluqajnata promenliva IA definirana so

IA(w) =
{1, w ∈ A

0, w /∈ A,

e primer za diskretna sluqajna promenliva so IA(Ω) = {0, 1} i se narekuva
indikator na nastanot A ∈ F .
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• Sluqajnata promenliva ξ e apsolutno neprekinata ako nejzinata fun-
kcija na raspredelba e apsolutno neprekinata funkcija t.e. postoi
nenegativna funkcija pξ : R→ R taka da

Fξ(x) =

∫ x

−∞
pξ(u)du

za site x ∈ R. Funkcijata pξ se narekuva gustina na raspredelba na ξ.

Osnovni svojstva: pξ(x) ≥ 0,
∫∞
−∞ pξ(x)dx = 1, i P{ξ ∈ B} =

∫
B
pξ(x)dx, za

proizvolno Borelovo mno�estvo B ∈ B.

Teorema 1.1. Neka ξ1, ξ2, ..., ξn se sluqajni promenlivi definirani na prostorot
na verojatnost (Ω,F , P ) i f : Rn → R e Borelova funkcija. Togax sekoja fun-
kcija f(ξ1, ξ2, ..., ξn) : Ω→ R e isto taka sluqajna promenliva.

∗ ∗ ∗

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost i neka n > 1 e cel broj.

• Funkcijata ζ : Ω → Rn se narekuva poveḱedimenzionalna sluqajna
promenliva ili sluqaen vektor ako za site Borelovi mno�estva B ∈
Bn va�i ζ−1(B) = {w : ζ(w) ∈ B} ∈ F .
Pokomponentno, ζ(w) = (ζ1(w), ζ2(w), ..., ζn(w)), w ∈ Ω, kade ζi : Ω → R,
i = 1, 2, ..., n. Se poka�uva deka ζ1, ζ2, ..., ζn se sluqajni promenlivi ako i
samo ako ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) e n-dimenzionalen sluqaen vektor.

• Funkcijata Pζ : Bn → R definirana so Pζ(B) = P{w : ζ(w) ∈ B} =
P (ζ−1(B)) se narekuva zakon na sluqajniot vektor ζ.

• Funkcijata Fζ : Rn → R definirana so

Fζ(x1, x2, ..., xn) = P (ζ1 ≤ x1, ζ2 ≤ x2, ..., ζn ≤ xn)

se narekuva funkcija na raspredelba na ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn).

• Sluqajniot vektor ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) e od apsolutno neprekinat tip, ako
Fζ e apsolutno neprekinata t.e. postoi nenegativna funkcija pζ : Rn → R
taka da

Fζ(x1, x2, ..., xn) =

∫ x1

−∞
...

∫ xn

−∞
pζ(u1, ..., un)du1...dun

za site (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn. Funkcijata pζ se narekuva gustina na ras-
predelba na ζ.

Irena Stojkovska
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• Sluqajnite promenlivi ξ1, ξ2, ..., ξn velime deka se nezavisni ako za sekoj
izbor na Borelovi mno�estva B1, B2, ..., Bn ∈ B imame

P (ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2, ..., ξn ∈ Bn) = P (ξ1 ∈ B1)P (ξ2 ∈ B2)...P (ξn ∈ Bn).

Sluqajni promenlivi {ξi}i∈I, kade I e proizvolno indeksno mno�estvo,
velime deka se nezavisni ako za sekoe koneqno mno�estvo od razliqni
indeksi i1, ..., ik ∈ I sluqajnite promenlivi ξi1 , ..., ξik se nezavisni.

Teorema 1.2. Neka ξ1, ξ2, ..., ξn se nezavisni apsolutno neprekinati sluqajni pro-
menlivi definirani na prostorot na verojatnost (Ω,F , P ) so gustini na ras-
predelba pξ1 , pξ2 , ..., pξn soodvetno. Togax, ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) e apsolutno neprek-
inat sluqaen vektor so gustina na raspredelba

pξ(x1, x2, ..., xn) = pξ1(x1)pξ2(x2)...pξn(xn)

za site (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.

∗ ∗ ∗

Neka ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) e sluqaen vektor definiran na prostorot na verojat-
nost (Ω,F , P ).

• Ako ζ1, ζ2, ..., ζn se diskretni sluqajni promenlivi, uslovna raspredelba
na (ζ1, ..., ζk) pri uslov ζk+1 = xk+1, ..., ζn = xn se definira kako

P (ζ1 = x1, ..., ζk = xk | ζk+1 = xk+1, ..., ζn = xn) =

=
P (ζ1 = x1, ..., ζk = xk, ζk+1 = xk+1, ..., ζn = xn)

P (ζk+1 = xk+1, ..., ζn = xn)
,

za P (ζk+1 = xk+1, ..., ζn = xn) > 0, pri toa uslovnata raspredelba e fun-
kcija od x1, ..., xk pri fiksni xk+1, ..., xn.

• Ako ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) e od apsolutno neprekinat tip so gustina na ras-
predelba pζ(x1, x2, ..., xn), uslovna raspredelba na (ζ1, ..., ζk) pri uslov
ζk+1 = xk+1, ..., ζn = xn se definira kako

pζ1,...,ζk(x1, ..., xk | xk+1, ..., xn) =
pζ(x1, ..., xk, xk+1, ..., xn)

pζk+1,...,ζn(xk+1, ..., xn)
,

za pζk+1,...,ζn(xk+1, ..., xn) > 0, i pri toa uslovnata raspredelba e funkcija
od x1, ..., xk pri fiksni xk+1, ..., xn.

Irena Stojkovska
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1.1.1 Matematiqko oqekuvaǌe
Neka ξ : Ω → R e sluqajna promenliva definirana na prostorot na verojat-
nost (Ω,F , P ). Neka Pξ e zakon na sluqajnata promenliva ξ i Fξ e funkcija na
raspredelba na ξ.

• Matematiqko oqekuvaǌe na ξ e Lebegoviot integral

Eξ =

∫
Ω

ξ(w)P (dw) =

∫
Ω

ξdP.

• Neka f : R→ R e Borelova funkcija. Togax, f(ξ) e sluqajna promenliva
i za nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe va�i

Ef(ξ) =

∫
Ω

f(ξ)dP =

∫
R
f(x)Pξ(dx) =

∫
R
f(x)dFξ(x).

Posledniot integral e poznat kako Lebeg-Stiltjesov integral.

Teorema 1.3. Neka ξ e sluqajna promenliva definirana na prostorot na vero-
jatnost (Ω,F , P ) i neka f : R→ R e Borelova funkcija.

(a) Ako ξ e diskretna sluqajna promenliva so zakon na raspredelba P{ξ = xi} =
pi, i ∈ I, i ako

∑
i |f(xi)|pi < +∞, togax matematiqkoto oqekuvaǌe na f(ξ)

postoi kako koneqen broj i se presmetuva spored

Ef(ξ) =
∑
i

f(xi)pi.

(b) Ako ξ e apsolutno neprekinata sluqajna promenliva so gustina na raspre-
delba pξ, i ako

∫
R |f(x)|pξ(x)dx < +∞, togax matematiqkoto oqekuvaǌe na

f(ξ) postoi kako koneqen broj i se presmetuva spored

Ef(ξ) =

∫
R
f(x)pξ(x)dx.

Pri specijalni izbori na funkcijata f vo Teorema 1.3 dobivame:

• Ako f(x) = x imame deka Eξ =
∑

i xipi za diskretna sluqajna promenliva,
i Eξ =

∫
R xpξ(x)dx za apsolutno neprekinata sluqajna promenliva.

• Za f(x) = xk se dobiva k-tiot moment na ξ, odnosno Eξk.

• Ako Eξ postoi i e koneqno, togax E(ξ−Eξ)k e k-tiot centralen moment
na ξ.

Irena Stojkovska
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• Vtoriot centralen moment na ξ se narekuva disperzija (ili varijansa),
i se oznaquva so Dξ = E(ξ−Eξ)2. Kvadratniot koren od disperzijata se
narekuva standardna devijacija, i se oznaquva so σ =

√
Dξ.

Teorema 1.4 (Osnoven oblik na neravenstvoto na Qebixev). Neka ξ e neneg-
ativna sluqajna promenliva definirana na prostorot na verojatnost (Ω,F , P ).
Togax, za sekoj pozitiven realen broj ε > 0,

P{ξ ≥ ε} ≤ E(ξ)

ε
. (1.1)

Teorema 1.5 (Neravenstvo na Qebixev). Neka ξ e sluqajna promenliva defini-
rana na prostorot na verojatnost (Ω,F , P ) so matematiqko oqekuvaǌe Eξ <
+∞ i disperzija var(ξ), i neka ε > 0 e pozitiven realen broj. Togax,

P{|ξ − Eξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2
. (1.2)

Svojstvo 1.1. Neka ξ i µ se sluqajni promenlivi definirani na prostorot na
verojatnost (Ω,F , P ), Eξ i Eµ postojat, i neka c e realen broj. Togax va�at
slednite tvrdeǌa:

(a) E(cξ) = cEξ,

(b) ako ξ(w) ≤ µ(w) za sekoj w ∈ Ω, togax Eξ ≤ Eµ,

(v) |Eξ| ≤ E|ξ|,

(g) E(ξ + µ) = Eξ + Eµ,

(d) ako ξ i µ se nezavisni, togax E(ξµ) = EξEµ,

(ǵ) Dξ = E(ξ2)− (Eξ)2,

(e) Dξ ≥ 0,

(�) D(c) = 0 i D(cξ) = c2Dξ,

(z) ako D(ξ) = 0, togax P{ξ = c} = 1,

(y) ako ξ i µ se nezavisni, togax D(ξ + µ) = Dξ +Dµ.

∗ ∗ ∗

Neka ξ i µ se sluqajni promenlivi definirani na prostorot na verojat-
nost (Ω,F , P ) so 0 < Dξ < +∞ i 0 < Dµ < +∞.

Irena Stojkovska
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• Kovarijansa na ξ i µ e brojot definiran so

cov(ξ, µ) = E(ξ − Eξ)(µ− Eµ) = E(ξµ)− EξEµ.

• Za sluqajnite promenlivi ξ i µ va�i D(ξ ± µ) = Dξ ± 2cov(ξ, µ) +Dµ.

• Koeficient na korelacija na ξ i µ e brojot definiran so

ρ(ξ, µ) =
cov(ξ, µ)√

var(ξ)
√
var(µ)

.

• Ako ξ i µ se nezavisni, togax cov(ξ, µ) = 0 i ρ(ξ, µ) = 0.

• Za koeficientot na korelacija va�i neravenstvoto |ρ(ξ, µ)| ≤ 1.

∗ ∗ ∗
Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost, i ξ : Ω→ R e sluqajna promenliva

definirana na nego.

• Proxirena sluqajna promenliva e funkcijata µ : Ω→ R∪ {∞} za koja
µ−1(B) ∈ F za site Borelovi mno�estva B ∈ B.

• Uslovno matematiqko oqekuvaǌe E(ξ|F1) na ξ vo odnos na σ-podalgebrata
F1 ⊆ F mo�e da se definira ako eden od broevite Eξ+ i Eξ− e koneqen
(kade ξ+ = max{ξ, 0} ≥ 0 i ξ− = max{−ξ, 0} ≥ 0 se pozitivniot i neg-
ativniot del na ξ soodvetno), i togax E(ξ|F1) e proxirena sluqajna
promenliva takva da

(i) E(ξ|F1) e F1-merliva, i

(ii) za sekoj A ∈ F1 ∫
A

ξdP =

∫
A

E(ξ|F1)dP a.s.,

kade ako Eξ postoi, togax po definicija
∫
A
ξdP

def
=
∫

Ω
ξIAdP.

• Neka ξ1 i ξ2 se sluqajni promenlivi. Uslovno matematiqko oqekuvaǌe
E(ξ1|ξ2) na ξ1 pri uslov ξ2 se definira kako

E(ξ1|ξ2)
def
= E(ξ1|σ(ξ2)),

kade σ(ξ2) e σ-algebra generirana od ξ2 t.e. najmalata σ-algebra koja
gi sodr�i site mno�estva {w : ξ2(w) ≤ x} za site x ∈ R.

Irena Stojkovska
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• Neka A ∈ F1 ⊆ F e nastan. Uslovna verojatnost P (A|F1) na A vo odnos
na F1 se definira kako

P (A|F1)
def
= E(IA|F1).

Svojstvo 1.2. Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost, F1 ⊆ F e σ-podalgebra od
σ-algebrata F i neka ξ i µ se sluqajni promenlivi takvi da Eξ i Eµ postojat.
Togax va�at slednite tvrdeǌa:

(a) ako C e konstanta i ξ = C a.s., togax E(ξ|F1) = C a.s.,

(b) ako ξ ≤ µ a.s., togax E(ξ|F1) ≤ E(µ|F1) a.s.,

(v) |E(ξ|F1)| ≤ E(|ξ||F1) a.s.,

(g) za site a, b ∈ R, E(aξ + bµ|F1) = aE(ξ|F1) + bE(µ|F1) a.s.,

(d) neka F0 = {∅,Ω}, togax E(ξ|F0) = Eξ a.s.,

(ǵ) E(ξ|F) = ξ a.s.,

(e) E(E(ξ|F1)) = Eξ,

(�) ako F1 i F2 se σ-podalgebri od σ-algebrata F takvi xto F2 ⊆ F1 ⊆ F ,
togax E(E(ξ|F1)|F2) = E(ξ|F2) a.s.,

(z) ako µ e F1-merliva, E|ξ| < +∞ i E|ξµ| < +∞, togax E(ξµ|F1) = µE(ξ|F1)
a.s.

∗ ∗ ∗
Neka ξ e sluqajna promenliva definirana na prostorot na verojatnost

(Ω,F , P ) so funkcija na raspredelba Fξ.

• Karakteristiqna funkcija na sluqajnata promenliva ξ e funkcijata
ϕξ : R→ C definirana so

ϕξ(t) = E(eitξ) =

∫ +∞

−∞
eitxdFξ(x).

Osnovni svojstva:

(a) |ϕξ(t)| ≤ ϕξ(0) = 1,

(b) ϕaξ+b(t) = ϕξ(at)e
itb, za a, b = const,

(v) Eξk =
ϕ
(k)
ξ (0)

ik
, za k = 0, 1, ..., n.

(g) Ako ξ1, ..., ξn se nezavisni sluqajni promenlivi, togax ϕξ1+ξ2+...+ξn(t) =
ϕξ1(t)ϕξ2(t)...ϕξn(t),

Irena Stojkovska
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1.2 Nekoi pova�ni raspredelbi na verojatnost

1.2.1 Diskretni raspredelbi
1. Binomna raspredelba X ∼ B(n, p), n ∈ N, 0 < p < 1

pk = P{X = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n

EX = np, DX = np(1− p), ϕX(t) = (1− p+ peit)

Za n = 1, raspredelbata B(1, p) se narekuva Bernulieva raspredelba,
dodeka sluqajnata promenliva Y ∼ B(1, p) se narekuva indikator na nas-
tanot A qija verojatnost za uspeh e p t.e. va�i P (A) = p, i se oznaquva
so Y = IA. Togax,

P{IA = 0} = 1− P (A) = 1− p, P{IA = 1} = P (A) = p.

1 2 3 4 5 6 7

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

Slika 1.1: Binomna raspredelba B(7; 0, 3)

Za p = 0, 5 Binomnata raspredelba e simertiqna, za p < 0, 5 taa e po-
zitivno asimetriqna (Slika 1.1), a za p > 0, 5 taa e negativno asimet-
riqna.

2. Poasonova raspredelba X ∼ P(a), a > 0

pk = P{X = k} =
ak

k!
e−a, k = 0, 1, 2, ...

EX = a, DX = a, ϕX(t) = ea(eit−1)

Irena Stojkovska
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Svojstvo 1.3. Vrskata meǵu Poasonova i Binomna raspredelba e slednata

lim
n→∞, np→a

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

ak

k!
e−a.

·
·

·

·

·
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·
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0.05
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Slika 1.2: Binomna raspredelba B(30; 0, 2) (krugqiǌa) i Poasonova raspre-
delba P(6) (krstqiǌa)

Prethodnoto svojstvo poka�uva deka za golemi vrednosti na n i mali
vrednosti na p, Binomnata rasprededba se aproksimira so Poasonova
raspredelba (Slika 1.2).

5 10 15 20 25

0.05

0.10

0.15

0.20

Slika 1.3: Geometriska raspredelba Geo(0, 2)

3. Geometriska raspredelba X ∼ Geo(p), 0 < p < 1

pk = P{X = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, 2, ...

EX = 1−p
p
, DX = 1−p

p2
, ϕX(t) = p

1−(1−p)eit

Irena Stojkovska
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1.2.2 Neprekinati raspredelbi

1. Ramnomerna raspredelba X ∼ U(a, b), a < b

pX(x) =
1

b− a
, a < x < b

EX = a+b
2
, DX = (b−a)2

12
, ϕX(t) = eitb−eita

it(b−a)

-1 1 2 3 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Slika 1.4: Ramnomerna raspredelba U(1, 3)

2. Normalna (Gausova) raspredelba X ∼ N (µ, σ2)

pX(x) =
1√

2π · σ
· e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R

EX = µ, DX = σ2, ϕX(t) = eita−
σ2t2

2

Za µ = 0 i σ = 1 normalnata raspredelba N (0, 1) se narekuva stan-
dardna normalna raspredelba ili normalna normirana raspredelba
(Slika 1.5(a)).

Svojstvo 1.4. Ako sluqajnata promenliva X ima N (µ, σ2) raspredelba, to-
gax sluqajnata promenliva Y = X−µ

σ
ima N (0, 1) raspredelba.

Svojstvo 1.5. Za sluqajnata promenliva X ∼ N (µ, σ2) va�i praviloto
na tri sigmi, odnosno

P{µ− 3σ ≤ X ≤ µ+ 3σ} = 0, 9973 = 99, 7%.

Irena Stojkovska
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Slika 1.5: (a) Normalna (Gausova) raspredelba N (1, 0.52) (crvena polna li-
nija) i N (0, 1) (sina isprekinata linija), (b) Pravilo na tri sigmi ilus-
trirano za N (0, 1) raspredelba (oboeniot sin del opredelen so intervalot
[−3, 3] e 99, 7% od ploxtinata pod krivata)

Interpretacija na poslednoto Svojstvo 1.5 e takvo da pri normalna ras-
predelba N (µ, σ2) so intervalot [µ−3σ, µ+3σ] e opfateno skoro celokup-
noto verojatnosno opteretuvaǌe (99, 7%), Slika 1.5(b).

Svojstvo 1.6. Ako Xi ∼ N (µi, σ
2
i ), i = 1, 2, ..., n se nezavisni sluqajni pro-

menlivi, togax Y = a1X1 + ...+ anXn ∼ N (µ, σ2) kade µ = a1µ1 + ...+ anµn i
σ2 = a2

1σ
2
1 + ...+ a2

nσ
2
n.

3. Gama raspredelba X ∼ Γ(α, β), α > 0, β > 0

pX(x) =
xα−1

βαΓ(α)
· e−

x
β , x ≥ 0,

kade Γ(α) =
∫ +∞

0
xα−1e−xdx, α > 0 e Gama funkcija so svojstva

1) ∀α > 0, Γ(α + 1) = α · Γ(α)

2) ∀n ∈ N, Γ(n+ 1) = n!, Γ(n+ 1
2
) = (2n−1)!!

2n

√
n

3) ∀α ∈ (0, 1), Γ(α) · Γ(1− α) = π
sinαπ

EX = αβ, DX = αβ2, ϕX(t) = (1− itβ)−α

Svojstvo 1.7. Ako Xi, i = 1, 2, ..., n se nezavisni sluqajni promenlivi taka
xto Xi ∼ Γ(αi, β), i = 1, 2, ..., n, togax Y = X1 + ... + Xn ∼ Γ(α, β) kade
α = α1 + ...+ αn.

Irena Stojkovska
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Slika 1.6: (a) Gama raspredelba Γ(2, 5) (crvena tenka linija), Γ(1, 5) (sina
isprekinata linija) i Γ(0.2, 5) (zelena debela linija), (b) Eksponencijalna
raspredelba E(1) (crvena tenka linija), E(0.5) (sina isprekinata linija) i
E(3) (zelena debela linija)

4. Eksponencijalna raspredelba X ∼ E(β), β > 0

pX(x) =
1

β
· e−

x
β , x ≥ 0

EX = β, DX = β2, ϕX(t) = 1− itβ
Da zabele�ime deka eksponencijalnata raspredelba E(β) se dobiva od
Gama raspredelbata Γ(α, β) za α = 1 t.e. Γ(1, β) ≡ E(β), β > 0.

5. Hi-kvadrat raspredelba X ∼ χ2
n, n ∈ N

pX(x) =
x
n
2
−1

2
n
2 Γ(n

2
)
· e−

x
2 , x ≥ 0

EX = n, DX = 2n, ϕX(t) = (1− 2it)−n/2

Da zabele�ime deka hi-kvadrat raspredelbata χ2
n se dobiva od Gama

raspredelbata Γ(α, β) za α = n
2
i β = 2 t.e. Γ(n

2
, 2) ≡ χ2

n, n ∈ N.

Svojstvo 1.8. Ako X ∼ N (0, 1), togax Y = X2 ∼ χ2
1.

Svojstvo 1.9. Ako Xi, i = 1, 2, ..., n se nezavisni i ednakvo raspredeleni
sluqajni promenlivi so N (0, 1) raspredelbi, togax Y = X2

1 + ...+X2
n ∼ χ2

n.

Irena Stojkovska
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Slika 1.7: Hi-kvadrat raspredelba χ2
n, za n = 1 (crvena tenka linija), za

n = 2 (sina isprekinata linija), za n = 5 (zelena debela linija) i za n = 7
(violetova toqkasta linija)

Zabelexka 1.1. Brojot n vo hi-kvadrat raspredelbata χ2
n se narekuva

broj na stepeni na sloboda. So drugi zborovi, brojot na stepeni
na sloboda go oznaquva brojot na linearno nezavisni sluqajni pro-
menlivi meǵu sluqajnite promelivi X1, X2, ..., Xn vo izrazot za sluqaj-
nata promenliva Y = X2

1 + ... + X2
n. Taka na primer, ako meǵu sluqaj-

nite promenlivi X1, X2, ..., Xn postoi edna linearna vrska, na primer
X1 +X2 + ...+Xn = 0, togax brojot na stepeni na sloboda se namaluva za
eden, t.e Y = X2

1 + ...+X2
n ∼ χ2

n−1.

6. Studentova raspredelba X ∼ tn, n ∈ N

pX(x) =
(1 + x2

n
)−

n+1
2

B(1
2
, n

2
)
√
n
, x ∈ R,

kade B(α, β) =
∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx, α > 0, β > 0 e Beta funkcija. Poznata

e slednata vrska pomeǵu Beta i Gama funkcijata

∀α, β > 0, B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

EX = 0 za n > 1, DX = n
n−2

za n > 2

I ovde, brojot n vo studentovata tn raspredelba se narekuva broj na
stepeni na sloboda. Da zabele�ime deka za n = 1 se dobiva Koxieva
raspredelba, odnosno gustina na raspredelba pX(x) = 1

π(1+x2)
. Dodeka pak

vo praksa za n > 30, studentovata raspredelba mo�e da se aproksimira
so standardna normalna raspredelba, imeno va�i pX(x)→ 1√

2π
e−x

2/2 koga
n→∞ (Slika 1.8(b)).

Irena Stojkovska
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Svojstvo 1.10. Ako X ∼ N (0, 1) i Y ∼ χ2
n se nezavisni sluqajni promen-

livi, togax Z = X√
Y
n

∼ tn.

-4 -2 2 4

0.1
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0.3

0.4

-4 -2 2 4

0.1

0.2

0.3

0.4

(a) (b)

Slika 1.8: (a) Studentova raspredelba tn, za n = 1 (crvena tenka linija),
za n = 3 (sina isprekinata linija) i za n = 36 (zelena debela linija), (b)
Standardna normalna raspredelba N (0, 12) (crvena tenka linija) i studen-
tova taspredelba tn za n = 36 (sina isprekinata linija)

7. Fixerova raspredelba X ∼ Fn1, n2, n1, n2 ∈ N

pX(x) =
(n1

n2
)
n1
2 x

n1
2
−1

B(n1

2
, n2

2
)(1 + n1x

n2
)
n1+n2

2

, x > 0

EX = n2

n2−2
za n2 > 2, DX =

2n2
2(n1+n2−2)

n1(n2−2)2(n2−4)
za n2 > 4

Svojstvo 1.11. Ako X1 ∼ χ2
n1

i X2 ∼ χ2
n2

se nezavisni sluqajni promenlivi,
togax Y = X1/n1

X2/n2
∼ Fn1,n2.

8. Beta raspredelba X ∼ Bet(α, β), α > 0, β > 0

pX(x) =
xα−1(1− x)β−1

B(α, β)
, 0 ≤ x ≤ 1

EX = α
α+β

, DX = αβ
(α+β+1)(α+β)2

Da zabele�ime deka ramnomernata raspredelbata U(0, 1) se dobiva od
Beta raspredelbata Bet(α, β) za α = β = 1 t.e. Bet(1, 1) ≡ U(0, 1).

Irena Stojkovska



1. Elementi od teorija na verojatnost 17

-1 1 2 3 4 5 6

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

0.5

1.0

1.5

2.0

(a) (b)

Slika 1.9: (a) Fixerova raspredelba Fn1,n2, za n1 = n2 = 3 (crvena tenka
linija), za n1 = 3, n2 = 22 (sina isprekinata linija), za n1 = 22, n2 = 3
(zelena debela linija) i za n1 = n2 = 22 (violetova toqkasta linija), (b)
Beta raspredelba Bet(1, 1) (crvena tenka linija), Bet(2, 3) (sina isprekinata
linija), Bet(2, 0.5) (zelena debela linija) i Bet(0.2, 0.5) (violetova toqkasta
linija)

Svojstvo 1.12. Ako X1 ∼ E(β1) i X2 ∼ E(β2) se nezavisni sluqajni promen-
livi, togax Y = 1

X1+X2
∼ Bet(β1, β2).

Svojstvo 1.13. Ako X ∼ Fn1,n2, togax Y = (n1/n2)X
1+(n1/n2)X

∼ Bet(n1

2
, n2

2
).

1.3 Nizi od sluqajni promenlivi
Neka ξ1, ξ2, ... e niza od sluqajni promenlivi definirani na prostorot na
verojatnost (Ω,F , P ). Neka ξ e sluqajna promenliva definirana na istiot
prostor na verojatnost.

• Ako za sekoj w ∈ Ω, ξn(w) → ξ(w), koga n → ∞, togax velime deka
nizata od sluqajni promenlivi {ξn} konvergira po toqki kon sluqaj-
nata promenliva ξ.

• Nizata od sluqajni promenlivi {ξn} konvergira skoro sigurno ili
konvergira so verojatnost eden kon sluqajnata promenliva ξ ako

P{w : lim
n→∞

ξn(w) = ξ(w)} = 1.

Oznaki: ξn
a.s.→ ξ ili ξn → ξ a.s. ili ξn → ξ w.p.1.

Irena Stojkovska
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• Nizata od sluqajni promenlivi {ξn} konvergira po verojatnost kon
sluqajnata promenliva ξ ako

∀ε > 0, lim
n→∞

P{w : |ξn(w)− ξ(w)| > ε} = 0.

Oznaki: ξn
P→ ξ ili ξn → ξ in prob.

• Nizata od sluqajni promenlivi {ξn} konvergira sredno kvadratno kon
sluqajnata promenliva ξ ako

lim
n→∞

E|ξn − ξ|2 = 0.

Oznaki: ξn
MS→ ξ ili ξn → ξ in m.s.

• Nizata od sluqajni promenlivi {ξn} konvergira po raspredelba kon
sluqajnata promenliva ξ ako za funkciite na raspredelba Fn na ξn i
funkcijata na raspredelba F na ξ va�i

lim
n→∞

Fn(x) = F (x), ∀x ∈ C,

kade C ⊆ R e mno�estvoto od toqki na neprekinatost na F .

Oznaki: ξn
dist.→ ξ ili ξn → ξ in dist. ili ξn ⇒ ξ.

Teorema 1.6. Neka {ξn} e niza od nezavisni sluqajni promenlivi. Togax,

ξn → 0 a.s. ⇔ ∀ε > 0,
∞∑
n=1

P{|ξn| ≥ ε} < +∞.

Svojstvo 1.14. Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost i neka ξ, ξ1, ξ2, ... : Ω→ R
se sluqajni promenlivi. Togax va�at slednite tvrdeǌa:

(a) ako ξn → ξ a.s., togax ξn → ξ in prob.,

(b) ako ξn → ξ in m.s., togax ξn → ξ in prob.,

(v) ako ξn → ξ in prob., togax ξn → ξ in dist.
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1.4 Graniqni teoremi
Teorema 1.7 (Slab zakon na golemite broevi). Neka {ξn} e niza od nezav-
isni sluqajni promenlivi definirani na prostorot na verojatnost (Ω,F , P )
so Eξk = m < +∞ i var(ξk) = σ2 za site k = 1, 2, .... Togax,

1

n

n∑
k=1

ξk
P→ m koga n→∞. (1.3)

Teorema 1.8 (Silen zakon na golemite broevi). Neka {ξn} e niza od nezav-
isni sluqajni promenlivi definirani na prostorot na verojatnost (Ω,F , P ) so
Eξk = 0 i Eξ4 ≤ c za site k = 1, 2, ... i c e nekoja pozitivna konstanta. Togax,

1

n

n∑
k=1

ξk
a.s.→ 0 koga n→∞. (1.4)

Ponekogax silniot zakon na golemite broevi e poznat kako samo zakon na
golemite broevi.

Teorema 1.9 (Centralna graniqna teorema). Neka {ξn} e niza od nezavisni
i ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi definirani na prostorot na vero-
jatnost (Ω,F , P ) so Eξk = m < +∞ i var(ξk) = σ2 > 0 za site k = 1, 2, .... Togax,
za proizvolen x ∈ R

P{
∑n

k=1 ξk − nm
σ
√
n

≤ x} → 1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du koga n→∞, (1.5)

xto znaqi deka ∑n
k=1 ξk − nm
σ
√
n

dist.→ N(0, 1) koga n→∞. (1.6)
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2

Deskriptivna statistika

2.1 Podatoci. Vidovi na podatoci

Sostaven del na sekoe istra�uvaǌe e sobiraǌe i analiza na podatoci po-
vrzani so odredeni pojavi koi se predmet na ista�uvaǌeto. Taka na primer,
pri ispituvaǌe na opteretenost na raskrsnicite od vozila, se sobiraat po-
datci za brojot na vozila koi pominuvaat za edinica vreme vo razliqni
vremenski preseci vo tekot na eden den. Sobiraǌeto na podatocite mo�e da
se sprovede preku nabǉuduvaǌe (mereǌe na karakteristikite bez da se vli-
jae na uslovite) ili eksperimentiraǌe (svesno postavuvaǌe na odredeni
uslovi za da nabǉuduva rekcijata na soodvetniot uslov).

Koga podatocite se sobrani od nabǉuduvaǌa, odnosno eksperimenti na koi
im deluvaat sluqajni faktori (protokot na vozila e sluqaen, ne e odnapred
odreden) poznati se pod imeto statistiqki podatoci. Pri toa, merenite
karakteristiki za pojavite gi narekuvame obele�ja (broj na vozila za edi-
nica vreme koi ja pominuvaat raskrsnicata).

Vidot na podatocite e tesno svrzan so vidot na obele�jata koi se merat.
Ako oble�jeto gi rasporeduva vo grupi ili kategorii izmerenite vrednosti
(pol, nacionalnost, verska opredelenost), togax taka dobienite podatoci
se narekuvaat kategoriski (kvalitativni) podatoci. Dokolku izmeren-
ite vrednosti se numeriqki, podatocite se narekuvaat kvantitativni (nu-
meriqki) podatoci. Soodvetnite kvantitativni obele�ja mo�e da se od
diskreten tip (ako mno�estvoto vrednosti e koneqno ili prebroivo) i od
neprekinat tip (ako prima bilo koja vrednost od nekoj interval).

Statistikata e nauka koja prouquva nauqni metodi za sobiraǌe, sre-
duvaǌe, prika�uvaǌe i analiza na podatocite (deskriptivna statistika),
kako i izvlekuvaǌe na zakluqoci i donesuvaǌe na soodvetni rexenija (ma-
tematiqka statistika).
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2.2 Prika�uvaǌe na podatocite
1) Tabela na qestoti

Pri nabǉuduvaǌata ili eksperimentitaǌata vnimanieto se nasoquva
na edna ili poveḱe veliqini (karakteristiki). Ako se razgleduva samo
edna veliqina, i ako istata ja oznaqime so X, togax rezultatot od
edno mereǌe na istata e realen broj x (dokolku stanuva zbor za nu-
meriqko obele�je) ili kategorija x (ako razgleduvame kategorisko obe-
le�je). Ako se sprovedat n mereǌa, se dobiva koneqna niza od vred-
nosti (numeriqki, odnosno katekatiriski) x1, x2, ..., xn koi se narekuvaat
statitiqki podatoci koi odgovaraat na razgleduvanoto statistiqko
obele�je X.

Ponatamu, statistiqkite podatoci x1, x2, ..., xn zaradi preglednost se za-
pixuvaat vo tabela na qestoti na sledniot naqin. Neka r e brojot na
razliqni vrednosti na obele�jeto X opfateni so podatocite x1, x2, ..., xn.
Neka tie vrednosti gi oznaqime so a1, a2, ..., ar. Dokolku se obele�jeto
X e numeriqko ovie vrednosti se podreduvaat po golemina, odnosno
a1 < a2 < ... < ar. So fi ja oznaquvame qestotata na vrednosta ai,
i = 1, 2, ..., r, broj koj poka�uva kolku pati se sreḱava vrednosta ai vo
podatocite x1, x2, ..., xn. Togax, vkupniot zbir na qestotite da e ednakov
na vkupniot broj izvedeni mereǌa, odnosno va�i

f1 + f2 + ...+ fr = n.

Dokolku tabelata na qestoti se dopolni so soodvetnite koliqnici fi/n,
i = 1, 2, ..., n nareqeni relativni qestoti se dobiva tabela na rel-
ativni qestoti. Qesta oznaka za relativnite qestoti e pi = fi/n,
i = 1, 2, ..., n, i pri toa va�i

0 ≤ pi ≤ 1, i = 1, 2, ..., r i p1 + p2 + ...+ pr = 1.

Vrednost na obele�jeto X a1 a2 · · · ar

Qestota f1 f2 · · · fr
Relativna qestota p1 p2 · · · pr

Tabela 2.1: Tabela na qestoti i relativni qestoti

2) Kategorisko obele�je - stolbesti grafici, piti

Obele�ejata koi se kategoriski najqesto primaat opisni vrednosti -
imiǌa na kategoriite.

Irena Stojkovska
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Primer 2.1. Taka na primer, dokolku obele�eto X e boja na kosata,
togax toa mo�e da gi primi vrednostite: ”crna”, ”kafeava”, ”plava”
i ”crvena”. Vo slednata Tabela 2.2 dadeni se rezultatite od istra�u-
vaǌeto napraveno na 150 ispitanci za odreduvaǌe na zastapenosta na
bojata na kosata.

Boja na kosata crna kafeava plava crvena
Qestota 46 62 34 8

Relativna qestota 0,3067 0,4133 0,2267 0,0533
% 30,67% 41,33% 22,67% 5,33%

Tabela 2.2: Zastapenost na bojata na kosata

Soodveten grafiqki prikaz na tabelite na qestota za kategoriskite
statistiqki podatoci e so stolbesti grafici (bar chart) i piti (pie
chart). So stolbestiot grafik (Slika 2.1a)) se pravi brza sporedba na
qestotite na razliqnite kategorii, dodeka grafikot pita (Slika 2.1b))
ovozmo�uva polesno sogleduvaǌe na toa kolkav del od celinata zafaḱa
sekoja od kategoriite.

crna kafeava plava crvena
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40
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60
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(a) (b)

Slika 2.1: (a) Stolbest grafik za zastapenosta na bojata na kosata, (b)
Grafik pita za zastapenosta na bojata na kosata

Stolbestite grafici i pitite ovozmo�uvaat brzo sogleduvaǌe na raspre-
delbata na podatocite, no tie se so ograniqena upotreba vo analizata
na podatocite. Graficite za numeriqkite podatoci se popogodni za
razbiraǌe na raspredelbata i analiza na istata.
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3) Numeriqko diskretno obele�je - poligon na qestoti, funkcija na
kumulativni qestoti

Soodvetni grafiqki prikazi za raspredelbite na numeriqkite poda-
toci koi odgovaraat na diskternite numeriqki obele�ja se poligonite
na qestoti. Poligonot na qestoti pretstavuva iskrxena linija koja
gi povrzuva toqkite (ai, fi), i = 1, 2, ..., r, dodeka poligonot na rela-
tivni qestoti e iskrxena linija koja gi povrzuva toqkite (ai, pi), i =
1, 2, ..., r. Oznakite ai, fi i pi, i = 1, 2, ..., r se vovedeni prethodno. Ra-
zlikata meǵu ovie dva poligona e samo vo mernata edinica na ordi-
natnata oska. Poligonite na qestoti vo potpolnost i ednoznaqno ja
opredeluvaat raspredelbata na podatocite, xto ne sluqaj so istite za
podatocite koi odgovaraat na neprekinati numeriqki obele�ja, kako
xto ḱe bide objasneto podocna.

Drug grafiqki prikaz na raspredelbata na podatocite e so grafikot
na funkcijata na kumulativnite qestoti Kn : R→ R definirana so

Kn(x) =
∑
aj≤x

fj, x ∈ R,

odnosno so grafikot na funkcijata na kumulativnite relativni qes-
toti Fn : R→ R definirana so

Fn(x) =
∑
aj≤x

pj, x ∈ R,

poznata uxte kako empiriska funkcija na raspredelba.

Primer 2.2. Na primer, grafiqki prikaz so poligoni na podatocite od
Tabela 2.3, koi se odnesuvaat na ocenkata po matematika koja ja dobile
128 uqenici od 5 oddelenie od edno uqilixte pri zavrxnata proverka
na znaeǌata, e daden so Slika 2.2.

Ocenka po matematika 1 2 3 4 5

Qestota 5 18 28 50 27
Relativna qestota 0,0391 0,1406 0,2188 0,3906 0,2109

Tabela 2.3: Ocenka po matematika na zavrxnata proverka na znaeǌata

Od poligonot na qestoti se sogleduva koja vrednost na obele�jeto ima
najgolema qestota (tamu kade e najvisokot vrv), dodeka poligonot na
relativni qestoti mo�e da dade ocenka za simetriqnosta na raspredel-
bata na podatocite.
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Slika 2.2: (a) Poligon na qestotata na podatocite dadeni so Tabela 2.3, (b)
Poligon na relativnata qestota na podatocite dadeni so Tabela 2.3

Graficite na funkcijata na kumulativnite qestoti Kn(x) i funkci-
jata na kumulativnite relativni qestoti Fn(x) za podatocite dadeni
so Tabela 2.3 se na Slika 2.3.

Kn(x) =



0 , x < 1
5 , 1 ≤ x < 2
23 , 2 ≤ x < 3
51 , 3 ≤ x < 4
101 , 4 ≤ x < 5
128 , x ≥ 5

Fn(x) =



0 , x < 1
0, 0391 , 1 ≤ x < 2
0, 1797 , 2 ≤ x < 3
0, 3985 , 3 ≤ x < 4
0, 7891 , 4 ≤ x < 5
1 , x ≥ 5

æ

æ

æ

æ

æ

-2 2 4 6

20

40

60

80

100

120

æ

æ

æ

æ

æ

-2 2 4 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(a) (b)

Slika 2.3: (a) Funkcija na kumulativnite qestoti Kn(x) na podatocite
dadeni so Tabela 2.3, (b) Funkcija na kumulativnite relativni qestoti Fn(x)
na podatocite dadeni so Tabela 2.3
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4) Numeriqko neprekinato obele�je - grupiraǌe vo intervali, poligon
i histogram na qestoti, funkcija na kumulativni qestoti
Pri sobiraǌe na podatoci koi odgovaarat na obele�ja koi primaat bilo
koja vrednost od nekoj interval mo�e da se sluqi da nema izmereni dve
isti vrednosti ili pak brojot na izmereni isti vrednosti da e mnogu
mal vo sporedba so vkupniot broj na izmereni vrednosti. Vo toj sluqaj,
portebno e podatocite da se grupiraat vo intervali za da se sostavi
tabelata na qestoti koja ḱe slu�i kako osnova za grafiqkiot prikaz na
raspredelbata na podatocite.

Grupiraǌeto vo intervali ne e ednoznaqno odredeno. Najqesto se ze-
maat vo predvid najmalata xmin = min{x1, x2, ..., xn} i najgolemata xmax =
max{x1, x2, ..., xn} vrednost na podatocite x1, x2, ..., xn, potoa intervalot
[xmin, xmax] se proxiruva od levo i od desno i taka proxireniot interval
[a, b] ⊇ [xmin, xmax] se deli na odreden broj na disjunktni podintervali.
Najqesto podintervalite se so ista dol�ina h. Brojot r na podinter-
vali se odreduva spored nekoja od slednite formuli

r ≈
√
n, r ≈ 1 + 3, 21 log n ili r ≈ 5 log n,

ili pak intuitivno se so cel da i posle grupiraǌeto vo intervali
dobienata raspredelba da bide xto e mo�no poblizu do vistinskata
raspredelba na podatocite. Preporakite za izbor na brojot r na podin-
tervali se tie da r bide 5 - 10% od n i ne poveḱe od 30% od n. Celta e
da po grupiraǌeto na podatcite da mo�e da se vooqat va�nite svojstva
na razgleduvanoto statistiqko obele�je.

Po odreduvaǌe na brojot r na podintervali, dol�inata h na sekoj od
podintervalite se presmetuva spored

h =
b− a
r

,

dodeka toqkite a0 < a1 < a2 < ... < ar koi gi opredeluvaat granicite na
podintervalite se dobivaat spored

a0 = a, ai = a0 + ih, i = 1, 2, ..., r − 1, ar = b.

Tabelata na qestoti koja odgovara na grupiranite podatocite vo inter-
vali se popolnuva na toj naqin xto na mestoto od vrednosti na statis-
tiqkoto obele�je X se naoǵaat podintervalite (ai−1, ai], i = 1, 2, .., r, a
qestotata fi se odnesuva na brojot na vrednosti meǵu podatocite x1, x2, ..., xn
koi pripaǵaat vo intervalot (ai−1, ai], a soodvetnite relativi qestoti se
presmetuvaat spored pi = fi/n (Tabela 2.4). Prviot interval e zatvoren
interval od dvete strani, t.e. [a0, a1].
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Interval na vrednosti
na obele�jeto X [a0, a1] (a1, a2] · · · (ar−1, ar]

Qestota f1 f2 · · · fr
Relativna qestota p1 p2 · · · pr

Tabela 2.4: Tabela na qestoti za grupiranite podatoci vo intervali

Za potrebite na grafiqkoto pretstavuvaǌe na podatocite podeleni vo
intervali, Tabela 2.4 se dopolnuva so vrednostite na sredinite na in-
tervalite

ai =
ai−1 + ai

2
, i = 1, 2, ..., r,

i vrednostite na funkcijata na kumulativni qestoti Kn(x) i funkcijata
na kumulativni relativni qestoti Fn(x) na sekoj od podintervalite.

Soodveten grafiqki prikaz na grupiranite podatoci vo intervali e so
histogram na qestoti koj se sostoi od slepeni pravoagolnici so xi-
rina h i visina fi postaveni nad intervalot (ai−1, ai], i = 1, 2, .., r. Dodeka
pak histogramot na relativni qestoti se razlikuva samo vo visinata
na pravoagolnicite koja iznesuva pi. Za histogramot na relativni qes-
toti va�i deka zbirot na ploxtinata pravoagolnicite e 1.

Grupiranite podatoci se pretstavuvaat grafiqki i so poligon na qes-
toti, odnosno poligon na relativni qestoti, taka xto se povrzuvaat
toqkite (ai, fi), odnosno toqkite (ai, pi), i = 1, 2, .., r. Ova poka�uva deka
pri grupiraǌeto na podatcite vo intervali site vrednosti od i-tiot
interval se aproksimiraat so sredinata ai na toj interval. Na toj
naqin se gubat odreden broj na informacii vo vrska so razgleduvanata
pojava sodr�ani vo izmerenite statistiqki podatoci, no od druga stana
se ovozmo�uva da se oddelat va�nite svojstva na razgleduvanoto statis-
tiqko obele�je od neva�nite.

Graficite na funkcijata na kumulativni qestoti, odnosno funkci-
jata na kumulativni relativni qestoti se razlikuvaat od istite kaj
podatocite koi odgovaraat na diskretni statitiqki obele�ja vo toa
xto ovoj pat se prika�uvaat vo vid na kriva so spojuvaǌe na toqkite
(ai, Kn(ai)), odnosno toqkite (ai, Fn(ai)), i = 0, 1, 2, ..., r. Naklonot na taka
dobienata kriva poka�uva kako se natrupuvaat (kumuliraat) dadenite
statistiqki podatoci po dol�inata na apcisnata oska. Postrmen naklon
odgovara na pogolema brzina na natrupuvaǌe na podatocite. Levo od
a0 i desno od ar krivata e paralelna so apcisnata oska, xto znaqi deka
vo toj del nema vrednosti od dadenite statistiqki podatoci. Dokolku
na nekoj od podintervalite krivata e normalna na apcisnata oska, toa
znaqi deka vo toj interval nema vrednosti od statistiqkite podatoci.
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Primer 2.3. Gore spomenatite grafiqki prikazi ḱe gi ilustrirame na
eden primer. Po mereǌeto na visinata kaj 70 uqenici vo treta godina
vo edna gimnazija dobieni se slednite rezultati:

177.5, 165.0, 178.3, 169.0, 168.9, 165.5, 167.7, 157.2, 165.8, 179.0,
172.0, 172.9, 184.9, 175.4, 179.9, 181.3, 173.5, 187.2, 174.5, 166.8,
163.6, 183.2, 184.0, 158.0, 180.6, 172.5, 167.2, 167.4, 171.5, 186.5,
166.2, 166.3, 159.3, 181.6, 170.6, 167.6, 173.4, 161.8, 165.2, 180.7,
177.5, 161.7, 180.2, 168.5, 160.6, 181.8, 170.2, 163.8, 181.2, 193.1,
181.3, 168.4, 185.9, 151.1, 148.6, 182.8, 151.3, 174.7, 163.0, 170.0,
178.8, 158.5, 177.1, 186.9, 159.2, 181.4, 168.0, 161.5, 163.7, 164.8

Za da gi grupirame ovie podatoci vo intervali go odreduvame inter-
valot na nivnoto prostiraǌe. Bidejḱi najmalata vrednost e 148.6, a na-
jgolemata vrednost e 193.1 znaqi deka vrednostite na ovie statistiqki
podatoci se od intervalot [148.6, 193.1]. Vkupniot broj na podatocite e
n = 70, pa preporaqliv broj na podintervali e

r ≈
√

70 = 8, 366 ≈ 8,
r ≈ 1 + 3, 21 log 70 = 6, 923 ≈ 7
ili r ≈ 5 log 70 = 9, 225 ≈ 9.

Druga preporaqliva referenca za brojot na podintervali e 5-10% od
vkupniot broj na podatoci. Zatoa se odluquvame za r = 7 podintervali.
Intervalot [148.6, 193.1] go proxiruvame i od levo i od desno, i taka
go dobivame intervalot [148.0, 193.5] qija dol�ina e 193.5 − 148.0 = 45.5.
Togax, dol�inata na sekoj od 7-te podintervali e h = (193.5− 148.0)/7 =
45.5/7 = 6.5. Znaqi granicite na podintervalite se 148.0, 154.5, 161.0,
167.5, 174.0, 180.5, 187.0, 193.5. Sledno vrxime raspredeluvaǌe na
podatocite vo vakadobienite podintervali i ja dobivame Tabela 2.5 na
qestotite i realativnite qestoti na grupiranite podatoci vo inter-
vali.

Tabela 2.5 ja dopolnuvame so sredinite na intervalite, kumulativnite
qestoti i kumulativnite relativni qestoti. Vrz baza na vrednostite
od ovaa tabela gi crtame histogramite na qestoti i relativni qestoti
(Slika 2.4), poligonite na qestoti i relativni qestoti (Slika 2.5) i
graficite na funkciite na kumulativni qestoti i kumulativni rela-
tivni qestoti (Slika 2.6).
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Slika 2.4: (a) Histogram na qestoti na podatocite dadeni so Tabela 2.5, (b)
Histogram na relativni qestoti na podatocite dadeni so Tabela 2.5
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Slika 2.5: (a) Poligon na qestoti na podatocite dadeni so Tabela 2.5, (b)
Poligon na relativni qestoti na podatocite dadeni so Tabela 2.5
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Slika 2.6: (a) Grafiqki prikaz na funkcijata na kumulativni qestoti Kn(x)
za podatocite dadeni so Tabela 2.5, (b) Grafiqki prikaz na funkcijata na
kumulativni relativni qestoti Fn(x) za podatocite dadeni so Tabela 2.5
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Visina Sredina Qestota Relativna Kumul. Kumul. relativna
(vo cm) na interv. qestota qestota qestota

[148.0, 154.5] 151.25 3 0.0428 3 0.0428
(154.5, 161.0] 157.75 6 0.0857 9 0.1285
(161.0, 167.5] 164.25 17 0.2429 26 0.3714
(167.5, 174.0] 170.75 16 0.2286 42 0.6
(174.0, 180.5] 177.25 11 0.1571 53 0.7571
(180.5, 187.0] 183.75 15 0.2143 68 0.9714
(187.0, 193.5] 190.25 2 0.0286 70 1

Tabela 2.5: Raspredelba na visinata na uqenicite vo intervali

Pod interpretacija na grafiqkite prikazi se podrazbira opixuvaǌe
na raspredelbata na podatocite taka xto se baraat glavnite elementi
na raspredelbata. Najnapred se bara da se najde opxtiot model ili
odnesuvaǌe na raspredelbata, kako i oqiglednite otstapuvaǌa od ovoj
oblik. Kaj histogramite, se bara centarot i prostiraǌeto na poda-
tocite, kako i individualnite vrednosti koi se nadvor od opxtiot
model (outlier). Glavnite elementi na raspredelbata gi opfaḱaat na-
jvisokite vrvovi, simetriqnosta ili iskrivenosta na histogramite.

2.3 Brojni karakteristiki na raspredelbata na
podatocite

1) Aritmetiqka sredina ili prosek na podatocite

Pri analiza na raspredelbata na statistiqkite podatoci x1, x2, ..., xn,
pokraj grafiqkite prikazi so poligini i histogrami se koristat i bro-
jni karakteristiki za da se ovozmo�i va�nite svojstva na razgleduvan-
oto statistiqko obele�je X da se izrazat xto poprecizno.

Grub pokazatel na mestoto na podatocite na brojnata oska e aritmetiq-
kata sredina ili prosekot na podatocite daden so formulata (2.1).

x =
1

n

n∑
i=1

xi (2.1)

Svojstvo 2.1. Zbirot od site otstapuvaǌa na podatocite od nivnata
aritmetiqka sredina e ednakov na nula t.e.

n∑
i=1

(xi − x) = 0.
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Dokaz.
∑n

i=1(xi − x) =
∑n

i=1 xi − nx = nx− nx = 0.

Svojstvo 2.1 ja dava smislata spored koja treba aritmetiqkata sred-
ina na podatocite da se sfati kako nekoja odredena sredina na statis-
tiqkite podatoci.

Svojstvo 2.2. Zbirot na kvadratite na site otstapuvaǌa na podatocite
od nivnata aritmetiqka sredina e pomal od zbirot na kvadratite na
site otstapuvaǌa na podatocite od bilo koj drug broj c ∈ R t.e.

n∑
i=1

(xi − x)2 ≤
n∑
i=1

(xi − c)2.

Ravenstvo se dostignuva za c = x.

Dokaz. Neka c ∈ R e proizvolen broj. Togax, bidejḱi

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − 2x

1

n

n∑
i=1

xi + x2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − x2,

1

n

n∑
i=1

(xi − c)2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − 2c

1

n

n∑
i=1

xi + c2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − 2cx+ c2,

za slednata razlika imame

1

n

n∑
i=1

(xi − c)2 − 1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 = x2 − 2cx+ c2 = (x− c)2 ≥ 0,

od kade sledi tvrdeǌeto xto trebaxe da se doka�e.

Ako statistiqkite podatoci se veḱe sredeni vo tabela na qestoti (vidi
Tabela 2.1), togax aritmetiqkata sredina se presmetuva spored for-
mulata

x =
1

n

r∑
i=1

fiai.

Dokolku stanuva zbor za podatoci koi odgovaraat na neprekinato statis-
tiqko obele�je (dadeni so Tabela 2.4), gruprani vo intervali, aritme-
tiqkata sredina se presmetuva spored formulata

x =
1

n

r∑
i=1

fiai,
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kade ai e sredina na podintervalot [ai−1, ai], i = 1, 2, ..., r.

Taka na primer, za podatocite dadeni so Primer 2.2 ja imame tabelata
so qestoti Tabela 2.3 od kade presmetuvame deka

x =
1

n

r∑
i=1

fiai =
1

128
(5 · 1 + 18 · 2 + 28 · 3 + 50 · 4 + 27 · 5) = 3, 59375.

Dodeka pak, za podatocite dadeni so Primer 2.3 ja imame tabelata so
qestoti Tabela 2.5 od kade presmetuvame deka

x =
1

n

r∑
i=1

fiai =

=
1

70
(3 · 151.25 + 6 · 157.75 + 17 · 164.25 + 16 · 170.75 + 11 · 177.25 +

+15 · 183.75 + 2 · 190.25) = 171.5857.

Aritmetiqkata sredina ima uloga na ”te�ixte” na raspredelbata na
podatocite. Kaj simetriqnite ili skoro simetriqni raspredelbi, taa
se naoǵa na sredinata ili mnogu blizu do sredinata na intervalot na
prostiraǌe na podatocite. Dodeka kaj iskrivenite raspredelbi taa e
poveḱe nakloneta kon ”opaxkata”. Va�no e da se napomene deka aritme-
tiqkata sredina e osetliva na otstapuvaǌata od raspredelbata, odnosno
ekstremnite vrednosti. Zatoa, kako merka za centriranost na poda-
tocite se zemaat i drugi parametri koi bi dale podobra slika za cen-
tarot na podatocite.

2) Medijana i moda
Drug pokazatel za lokacijata na podatocite e medijanata koja se oz-
naquva so m i se definira kako sredina na podredenata niza od statis-
tiqki podatoci x′1 ≤ x′2 ≤ ... ≤ x′n. Imeno va�i

m =

{
1
2
(x′n

2
+ x′n

2
+1) , za n parno

x′n+1
2

, za n neparno

Svojstvo 2.3. Zbirot na apsolutnite vrednosti na site otstapuvaǌa na
podatocite od medijanata e pomal od zbirot na apsolutnite vrednosti
na site otstapuvaǌa na podatocite od bilo koj drug broj c ∈ R t.e.

n∑
i=1

|xi −m| ≤
n∑
i=1

|xi − c|.

Ravenstvo se dostignuva za c ∈ [x′n
2
, x′n

2
+1], za n parno, odnosno za c = m =

x′n+1
2

, za n neparno.
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Medijanata pretstavuva toqka na brojnata oska koja dadenata niza od
podatoci ja deli na dva ednakvobrojni dela, odnosno levo i desno od
nea ima ednakov boj na podatoci. Na vrednosta na medijanata m vlijaat
samo srednite podatoci, taa nema da se izmeni dokolku na primer naj-
maliot od podatocite (vo sluqaj koga n ≥ 3) proizvolno se smali, ili
najgolemiot podatok proizvolno se zgolemi, xto ne esluqaj so aritme-
tiqkata sredina.

Taka na primer, za podatocite dadeni vo Primer 2.2 so Tabela 2.3 imame
deka n = 128. Bidejḱi, x′128

2

= x′64 = 4 i x′128
2

+1
= x′65 = 4 zakluquvame deka

medijanata m = 1
2
(x′64 + x′65) = 1

2
(4 + 4) = 4. Za potsetuvaǌe, za aritmetiq-

kata sredina dobivme x = 3, 59375. Razlikata vo vrednostite na arit-
metiqkata sredina i medijanata obiqno dava ocenka za iskrivenosta na
raspredelbata.

Vo sluqaj na podatoci grupirani vo intervali (numeriqko neprek-
inato obele�je), Tabela 2.4, presmetuvaǌeto na medijanata e malku po-
razliqno. Najnapred se naoǵa mestoto na medijanata spored formulata
nm = (n−1)/2+1, kade n e vkupniot broj na podatoci. Potoa se naoǵa pod-
intervalot (aj−1, aj] koj go sodr�i podatokot so toj reden broj. Otkako ḱe
se zemat vo predvid vkupniot broj na podatoci nj−1 = f1 + ...+fj−1 vo pod-
intervalite pred podintervalot (aj−1, aj] i vkupniot broj na podatoci
nj = f1 + ...+ fj−1 + fj vo podintervalite pred i zaedno so podintervalot
(aj−1, aj], medijanata se presmetuva spored formulata

m = aj−1 + (nm − nj−1) · aj − aj−1

fj
.

Na primer, za podatocite dadeni vo Primer 2.3 so Tabela 2.5 imame
deka n = 70, pa medijanata se naoǵa na nm = (70−1)/2+1 = 35.5-toto mesto.
Od kolonata so kumulativni qestoti sogleduvame deka podatokot koj se
naoǵa na 35.5-toto mesto e vo 4-tiot podinterval (a3, a4] = (167.5, 174.0],
znaqi j = 4. Bidejḱi n3 = 26 i n4 = 42, imame deka medijanata e
m = 167.5 + (35.5 − 26) · 174.0−167.5

16
= 171.359375. Za potsetuvaǌe, za arit-

metiqkata sredina dobivme x = 171.5857. Blizinata na aritmetiqkata
stredina i medijanata se pokazatel na simetriqnosta na raspredelbata
na podatocite.

I aritmetiqkata sredina i medijanata nema slisla da se presmetuvaat
kaj kategoriskite podatoci. Kaj niv ocenka za centarot na raspredel-
bata se dava so parametarot moda koj se definira kako podatokot so na-
jgolema qestota. Modata mo�e da ne postoi i ne mora da e edinstvena.
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Kaj kategoriskite obele�ja taa odhovara na podatokot koj ima najvi-
sok stolb vo stolbestiot grafik, dodeka kaj numeriqkite obele�ja mo-
data odgovara na podatokot kade se naoǵa najvisokiot vrv na poligonot,
odnosno histogramot (kaj podatocite grupirani vo intervali toa e sre-
dinata na intervalot na koj odgovara najvisokiot pravoagolnik od his-
togramot).

Taka na primer, za podatocite dadeni vo Primer 2.1, moda e kavea-
vata boja na kosa (ima najgolema qestota, 62), za podatocite dadeni vo
Primer 2.2, moda e ocenkata 4 (ima najgolema qestota, 50) i za poda-
tocite dadeni vo Primer 2.3, moda e sredinata na tretiot interval,
odnosno visinata 164.25 (imeno intervalot (161.0, 167.5] ja sodr�i naj-
golemata qestota 17).

3) Obseg, kvartali, procentili i pravoagolen dijagram

Kako merka za prostiraǌe na numeriqkite podatoci se presmetuva ob-
segot ili rangot na statistiqkite podatoci, koj se definira kako raz-
lika meǵu najgolemata i najmalata vrednost na nizta od podatoci x1, x2, ..., xn,
odnosno

R = max{x1, x2, ..., xn} −min{x1, x2, ..., xn}.

Glavniot nedostatok na obsegot pri analiza na raspredlbata na poda-
tocite e toa xto zavisi samo od ekstremnite vrednosti, i sredinata
na podatocite ne vlijae na goleminata na obsegot. Zatoa, se presmetu-
vaat drugi prametri koi ja dooformuvaat slikata za prostiraǌeto na
podatocite, kako xto se kvartalite i procentilite.

Neka e dadena podredenata niza od statistiqki podatoci x′1 ≤ x′2 ≤ ... ≤
x′n. Prviot kvartal Q1 e onaa vrednost na podatokot taka da qetvrtina
(25%) od podatocite se naoǵaat levo od nego, a tri qetvrtini desno od
nego, vtoriot kvartal Q2 = m se poklopuva so vrednosta na medijanata,
dodeka tretiot kvartal Q3 e onaa vrednost na podatokot taka da tri
qetvrtini (75%) od podatocite se naoǵaat levo od nego, a qetvrtina
desno od nego.

Ako n e vkupniot broj na podatoci, togax za naoǵaǌe na kvartalite Q1

i Q3 va�at slednite formuli

Q1 =


1
4
(x′n

4
+ 3x′n

4
+1) , n = 4k

x′n+3
4

, n = 4k + 1

x′n+2
4

, n = 4k + 2

x′n+1
4

, n = 4k + 3

Q3 =


1
4
(3x′3n

4

+ x′3n
4

+1
) , n = 4k

x′3n+1
4

, n = 4k + 1

x′3n+2
4

, n = 4k + 2

x′3n+3
4

, n = 4k + 3
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Na sliqen naqin se definiraat i procentilite. Imeno p-tiot procen-
til e onaa vrdnost na podatokot taka da p% od podatocite se naoǵaat
levo od nego, a (100− p)% desno od nego. Taka prviot kvartal Q1 e 25-ti
procentil, vtoriot kvartal Q2 = m e 50-ti procentil i tretiot kvartal
Q3 e 75-ti procentil.

Kaj podatoci grupirani vo intervali, p-tiot procentil se naoǵa na
(n−1) ·p%+1-to mesto, kade n e vkupniot broj na podatoci. Vrednosta na
podatokot na toa mesto se bara sliqno kako i vrednosta na medijanata
kaj vakviot tip na podatoci.

Za da se dobie podobra slika na raspredelbata na numeriqkite poda-
tocite obiqno se kombiniraat pette karakteristiqni broevi: mini-
mumot, prviot kvrtal Q1, medijanata m, tretiot kvartal Q3 i maksi-
mumot. Grafiqkiot prikaz na ovie broevi e so pravoagolen dijagram
(box plot), taka xto centralniot pravoagolnik e pomeǵu kvartalite Q1 i
Q3, linijata vo pravoagolnikot odgovara na medijanata m, dodeka kra-
jnite linii odgovaraat na minimalnata, odnosno maksimalnata vred-
nost (Slika 2.7).

Pravoagolnite dijagrami se koristat glavno za istovremeno sporedu-
vaǌe na poveḱe raspredelbi na podatoci. So niv mo�e da se proceni
simetriqnosta na raspredelbata.

Taka na primer, za podatocite dadeni vo Primer 2.2, imame deka naj-
maliot podatok e xmin = 1, najgolemiot podatok e xmax = 5, znaqi obsegot
e R = 5 − 1 = 4, i bidejḱi n = 128, vrednostite na prviot i tretiot
kvartal se

Q1 =
1

4
(x′128

4
+ 3x′128

4
+1

) =
1

4
(x′32 + 3x′33) =

1

4
(3 + 3 · 3) = 3 i

Q3 =
1

4
(3x′3·128

4
+ x′3·128

4
+1

) =
1

4
(3x′96 + x′97) =

1

4
(3 · 4 + 4) = 4

soodvetno. Prikazot na soodvetniot pravoagolen dijagram e daden so
Slika 2.7a).

Dodeka za podatocite dadeni vo Primer 2.3 grupirani vo intervali,
za najmaliot podatok se zema levata granica na najleviot podinterval,
odnosno xmin = 148.0, a za najgolemiot podatok se zema desnata granica
na najdesniot podinterval, odnosno xmax = 193.5, znaqi obsegot e R =
193.5 − 148.0 = 45.5. Bidejḱi n = 70, prviot kvartal Q1 e vrednosta na
podatocite koja se naoǵa na (70−1)·0.25+1 = 18.25-toto mesto, znaqi nekoja
vrednost od tretiot podinterval (161.0, 167.5]. Imeno, sliqno kako i
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medijanata, za vrednosta na Q1 se naoǵa spored

Q1 = 161.0 + (18.25− 9) · 167.5− 161.0

17
= 164.53676.

Sliqno dobivame deka tretiot kvartal Q3 e vrednosta na (70−1)·0.75+1 =
52.75-toto mesto, znaqi e vrednost od petiot podinterval (174.0, 180.5]
ili

Q3 = 174.0 + (52.75− 42) · 180.5− 174.0

11
= 180.35227.

Prikazot na soodvetniot pravoagolen dijagram e daden so Slika 2.7b).

1

2

3

4

150

160

170

180

(a) (b)

Slika 2.7: (a) Pravoagolen dijagram za raspredelbata na podatocite dadeni
vo Primer 2.2, (b) Pravoagolen dijagram za raspredelbata na podatocite
dadeni vo Primer 2.3

4) Disperzija ili varijansa na podatocite, standardna devijacija

Najqesta koristena merka za rasejuvaǌe na podatocite e disperzijata
ili varijansata na podatocite, koja go meri rasejuvaǌeto preku odd-
aleqenosta na podatocite od nivnata aritmetiqka sredina. Za dadena
niza podatoci x1, x2, ..., xn, ako so x ja oznaqime aritmetiqkata sredina,
togax disperzijata na podatocite se definira kako

s2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2. (2.2)

Mo�e da se ka�e i deka disperzijata s2 e proseqno kvadratno otstapuvaǌe
od aritmetiqkata sredina. Veliqinata s =

√
s2 se narekuva standardna
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devijacija ili standardno otstapuvaǌe na nizata statistiqki poda-
toci. Ako s = 0 toa znaqi deka nema nikakvo rasejuvane na podatocite,
odnosno deka stanuva zbor za konstantana niza od podatoci.

Od Svojstvo 2.2 zakluquvame deka va�i

s2 ≤ 1

n

n∑
i=1

(xi − c)2

za proizvolen c ∈ R, odnosno deka rasejuvaǌeto na podatocite mereno so
kvadratnite otstapuvaǌa e minimalno ako se zemat vo predvid otstapuva-
ǌata na podatocite od aritmetiqkata sredina i se meri so disperzijata
na podatocite.

Slednoto Svojstvo 2.4 go opixuva poprecizno znaqeǌeto na standard-
nata devijacija s kako parametar na rasejuvaǌe.

Svojstvo 2.4. Barem 89% od site podatoci od nizata statistiqki poda-
toci x1, x2, ..., xn se naoǵaat vnatre vo intervalot [x− 3s, x+ 3s], kade x e
aritmetiqkata sredina na podatocite i s e standardnata devijacija na
podatocite.

Dokaz. Za k ≥ 0 imame

ns2 =
n∑
i=1

(xi − x)2 =

=
∑

xi<x−ks

(xi − x)2 +
∑

x−ks≤xi≤x+ks

(xi − x)2 +
∑

xi>x+ks

(xi − x)2 ≥

≥
∑

xi<x−ks

(xi − x)2 +
∑

xi>x+ks

(xi − x)2 ≥

≥
∑

xi<x−ks

k2s2 +
∑

xi>x+ks

k2s2 =
∑

|xi−x|>ks

k2s2.

Neka m e brojot na podatoci od nizata x1, x2, ..., xn za koi va�i |xi−x| > ks,
togax

ns2 ≥
∑

|xi−x|>ks

k2s2 = mk2s2.

Ako s > 0, togax poslednoto neravenstvo e ekvivalentno na

m ≤ 1

k2
n.
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Za k = 3 dobivame deka m ≤ 1
9
n ≈ 11%n, xto znaqi deka barem 89% od

site podatoci se vnatre vo intervalot [x− 3s, x+ 3s], xto trebaxe da se
doka�e.

Sliqno se dobiva deka barem 75% od podatocite se vnatre vo intervalot
[x− 2s, x+ 2s], odnosno barem 93% od podatocite se vnatre vo intervalot
[x− 4s, x+ 4s].

Pri numeriqki presmetuvaǌa najqesto se koristi sledniot oblik na
formulata za disperzija na podatocite, toa e

s2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − x2.

Kaj podatoci dadeni vo tabela so qestoti (vidi Tabela 2.1), disperzi-
jata se presmetuva spored

s2 =
1

n

r∑
i=1

fi(xi − x)2 =
1

n

r∑
i=1

fix
2
i − x2.

Disperzijata kaj podatoci grupirani vo intervali (vidi Tabela 2.4)
se presmetuva spored

s2 =
1

n

r∑
i=1

fi(ai − x)2 =
1

n

r∑
i=1

fia
2
i − x2,

kade ai e sredina na intervalot [ai−1, ai], i = 1, 2, ..., r.

Za podatocite dadeni so Primer 2.2, disperzijata iznesuva

s2 =
1

128
(5 · 12 + 18 · 22 + 28 · 32 + 50 · 42 + 27 · 52)− 3, 593752 = 1, 17871,

od kade za standardnata devijacija imame s = 1, 08568.

Dodeka pak, za podatocite dadeni so Primer 2.3, disperzijata iznesuva

s2 =
1

70
(3 · 151.252 + 6 · 157.752 + 17 · 164.252 + 16 · 170.752 + 11 · 177.252 +

+15 · 183.752 + 2 · 190.252)− 171.58572 = 94.067198,

pa standardnata devijacija e s = 9.6988.
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2.4 Dvodimenzionalni obele�ja

1) Tabela na kontingencija, grafiqki prikaz na dvodimenzionalnata
raspredelba na qestotite, grafik na raspredelba na podatocite

Pri prouquvaǌe na nekoja pojava, qesto se razgleduvaat poveḱe od edna
karakteristika i se vospostavuva zavisnost meǵu niv. Neka X i Y se
dve obele�ja koi se razgleduvaat istovremeno. Togax, pri izvrxeni
n mereǌa se dobiva niza od statistiqki dvodimenzionalni poda-
toci, odnosno niza od podredeni parovi (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn), kade
prvata komponenta odgovara na obele�jeto X, a vtorata na obele�jeto Y ,
odnosno podatocite odgovaarat na dvodimenzionalnoto statistiqko
obele�je (X, Y ).

Neka X i Y se diskretni obele�ja. Da gi oznaqime so a1 < a2 < ... < ar
razliqnite vrednosti na obele�jeto X opfateni so prvata koordinata
na podatocite (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) i da gi oznaqime so b1 < b2 < ... < bs
razliqnite vrednosti na obele�jeto Y obfateni so vtorata koordinata
na istite podatoci. Togax, tabelata koja gi sodr�i qestotite fi,j na
pojavuvaǌe na vrednosta (ai, bj), i = 1, 2, ..., r, j = 1, 2, ..., s vo dvodimen-
zionalnite podatoci se narekuva tabela na kontingencija (Tabela 2.6).
Pri toa va�i deka vkupniot zbir od qestoti e ednakovnna vkupniot broj
na izvedeni mereǌa

r∑
i=1

s∑
j=1

fij = n.

HH
HHHHX

Y
b1 b2 · · · bj · · · bs Σ

a1 f11 f12 · · · f1j · · · f1s g1

a2 f21 f22 · · · f2j · · · f2s g2

...
...

...
...

...
...

ai fi1 fi2 · · · fij · · · fis gi
...

...
...

...
...

...
ar fr1 fr2 · · · frj · · · frs gr

Σ h1 h2 · · · hj · · · hs n

Tabela 2.6: Tabela na kontingencija na qestotite

Tabela 2.6 se dopolnuva i so qestotite na sekoja od vrednostite ai i bj,
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i = 1, 2, ..., r, j = 1, 2, ..., s poedineqno, odnosno se presmetuvaat broevite

gi =
s∑
j=1

fij, i = 1, 2, ..., r, hj =
r∑
i=1

fij, j = 1, 2, ..., s.

HHH
HHHX
Y

b1 b2 · · · bj · · · bs Σ

a1 p11 p12 · · · p1j · · · p1s q1

a2 p21 p22 · · · p2j · · · p2s q2

...
...

...
...

...
...

ai pi1 pi2 · · · pij · · · pis qi
...

...
...

...
...

...
ar pr1 pr2 · · · prj · · · prs qr

Σ r1 r2 · · · rj · · · rs 1

Tabela 2.7: Tabela na kontingencija na relativnite qestoti

Ako vo tabelata na kontingencija na mestoto od qestotite fij gi stavime
relativnite qestoti

pij =
fij
n
, i = 1, 2, ..., r, j = 1, 2, ..., s,

ja dobivame Tabela 2.7. Pri toa za relativnite qestoti va�i

r∑
i=1

s∑
j=1

pij = 1.

Soodvetnite relativni qestoti koi odgovaraat na vrednostite ai i bj,
i = 1, 2, ..., r, j = 1, 2, ..., s poedineqno se dadeni so formulite

qi =
s∑
j=1

pij, i = 1, 2, ..., r, rj =
r∑
i=1

pij, j = 1, 2, ..., s.

Primer 2.4. Vo edna rabotna organizacija sprovedeno e istra�uvaǌe
vo vrska so opteretenosta na vrabotenite so rabotni obvrski. Za sekoj
od 165-te vraboteni zabele�ani se proseqniot broj na slobodni de-
novi vo tekot na eden mesec koi rabotniikot gi zel nadvor od denovite
predvideni za godixen odmor (obele�je X) i proseqniot broj na de-
novi meseqno koga toj rabotel prekuvremeno (obele�je Y ). Na toj naqin
dobieni se slednite dvodimenzionalni podatoci:
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(0, 0), (0, 0), (0, 0), (0, 0), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1),
(0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1),
(0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 2), (0, 2), (0, 2),
(0, 2), (0, 2), (0, 2), (0, 2), (0, 2), (0, 2), (0, 2), (0, 2), (0, 2), (1, 2),
(1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2),
(1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2),
(1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2),
(1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2),
(1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3),
(1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3),
(1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3),
(1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (1, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3),
(2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3),
(2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 4), (2, 4),
(2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4),
(2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 4), (2, 5),

(2, 5), (2, 5), (2, 5), (2, 5), (2, 5)

Tabela 2.8 dava prikaz na qestotite na vrednostite na dvodimenzion-
alnoto obele�je (X, Y ) opfateni so dobienite podatoci. Dodeka vo
Tabela 2.9 dadeni se soodvetnite relativni qestoti.

HH
HHHX

Y
0 1 2 3 4 5 Σ

0 4 23 12 0 0 0 39
1 0 0 44 34 0 0 78
2 0 0 0 21 21 6 48

Σ 4 23 56 55 21 6 165

Tabela 2.8: Tabela na kontingencija na qestotite za obele�jeto (X, Y ), kade
X e proseqen broj na slobodni denovi i Y e proseqen broj na denovi so
prekuvremena rabota

Soodvetniot grafik na rasprededbata na podatocite (scatter plot) e
daden so Slika 2.8a). Dodeka grafiqkiot prikaz na dvodimenzional-
nata raspredelba na qestotite dadeni so Tabela 2.8 e na Slika 2.8b).

2) Krivi na regresija, pravi na regresija, koeficient na korelacija,
stepen na statistiqka zavisnost

Statistiqkite podatoci x1, x2, ..., xn za obele�jeto X i statistiqkite
podatoci y1, y2, ..., yn za obele�jeto Y prevzemeni od dvodimenzionalnite
statistiqki podatoci (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) mo�e da se obrabotuvaat
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HHH
HHX
Y

0 1 2 3 4 5 Σ

0 4/165 23/165 12/165 0 0 0 39/165
1 0 0 44/165 34/165 0 0 78/165
2 0 0 0 21/165 21/165 6/165 48/165

Σ 4/165 23/165 56/165 55/165 21/165 6/165 1

Tabela 2.9: Tabela na kontingencija na relativnite qestotite za obele�jeto
(X, Y ), kade X e proseqen broj na slobodni denovi i Y e proseqen broj na
denovi so prekuvremena rabota
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Slika 2.8: (a) Grafik na raspredelba na podatocite dadeni so Tabela 2.8,
(b) Grafiqki prikaz na qestotite na podatocite dadeni so Tabela 2.8

i posebno. Znaqi, ako qestotite na dvodimenzionalnite podatoci se
dadeni so Tabela 2.6, togax nivnite aritmetiqki sredini se

x =
1

n

n∑
i=1

xi =
1

n

r∑
i=1

giai,

y =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

n

s∑
i=1

hibi,

odnosno nivnite disperzii se

s2
x =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − x2 =

1

n

r∑
i=1

gi(ai − x)2 =
1

n

r∑
i=1

gia
2
i − x2,

s2
y =

1

n

n∑
i=1

(yi − y)2 =
1

n

n∑
i=1

y2
i − y2 =

1

n

s∑
i=1

hi(bi − y)2 =
1

n

s∑
i=1

hib
2
i − y2.
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Togax, toqkata (x, y) mo�e da se interpretira kako ”te�ixte” na sood-
vetnata raspredelba na dvodimenzionalnite podatoci, i se narekuva
sredina na dvodimenzionalnata raspredelba na qestoti.

Za podatocite dadeni so Primer 2.4, se dobiva

x = 1.05455, s2
x = 0.524298, sx = 0.724084,

y = 2.50909, s2
y = 1.14689, sy = 1.07093.

Zavisnosta meǵu obele�jata X i Y se tolkuva preku vrednostite na
odredeni parametri i nivnata geometriska interpretacija. Imeno, mo�e
da smetame deka so j-tata osnovna kolona od Tabela 2.6 se opredeluva
uslovna raspredelba na qestoti za onie podatoci na obele�jeto X kaj
koi obele�jeto Y prima vrednost bj, j = 1, 2, ..., s, odnosno ja imame uslov-
nata raspredelba na qestoti dadena so Tabela 2.10.

Vrednost na X a1 a2 · · · ai · · · ar Σ
pri uslov Y = bj

Qestota f1j f2j · · · fij · · · frj hj

Tabela 2.10: Uslovna raspredelba na qestoti na podatocite od obele�jeto
X koj koi obele�jeto Y = bj

Aritmetiqkata sredina na podatocite od uslovnite raspredelbi na qes-
toti dadeni so Tabela 2.10 se oznaquva so x(bj) i se presmetuva spored

x(bj) =
1

hj

r∑
i=1

fijai, j = 1, 2, ..., s.

Na sliqen naqin se dobivaat i uslovnite raspredelbi na qestoti na
onie podatoci od obele�jeto Y kaj koi obele�jeto X prima vrednost
ai, i = 1, 2, ..., r, pa soodvetnite aritmetiqki sredini se presmetuvaat
spored

y(ai) =
1

gi

s∑
j=1

fijbj, i = 1, 2, ..., r.

Togax, funkciite ai 7→ y(ai), i = 1, 2, ..., r i bj 7→ x(bj), j = 1, 2, ..., s se
narekuvaat funkcii na regresija na dadenata niza statistiqki poda-
toci za dvodimenzionalnoto obele�je (X, Y ). Prvata funkcija ai 7→
y(ai), i = 1, 2, ..., r ja poka�uva zavisnosta na aritmetiqkite sredini na
ulsovnite raspredelbi na qestoti vo i-tata redica od Tabela 2.6 od
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vrednostite ai na obele�jeto X, dodeka vtorta funkcija bj 7→ x(bj), j =
1, 2, ..., s ja poka�uva zavisnosta na aritmetiqkite sredini na ulsovnite
raspredelbi na qestoti vo j-tata kolona od Tabela 2.6 od vrednostite bj
na obele�jeto Y . Grafiqkite prikazi na ovie funkcii gi opredeluvaat
krivite na regresija na aritmetiqkite sredini na uslovnite raspre-
delbi vo zavisnost od vrednostite na obele�jata vo uslovot.

Taka, za podatocite dadeni vo Primer 2.4 so Tabela 2.8 imame

x(0) = 1
4
(4 · 0 + 0 · 1 + 0 · 2) = 0,

x(1) = 1
23

(23 · 0 + 0 · 1 + 0 · 2) = 0,
x(2) = 1

56
(12 · 0 + 44 · 1 + 0 · 2) = 0, 7857,

x(3) = 1
55

(0 · 0 + 34 · 1 + 21 · 2) = 1, 3818,
x(4) = 1

21
(0 · 0 + 0 · 1 + 21 · 2) = 2,

x(5) = 1
6
(0 · 0 + 0 · 1 + 6 · 2) = 2,

y(0) = 1
39

(4 · 0 + 23 · 1 + 12 · 2 + 0 · 3 + 0 · 4 + 0 · 5) = 1, 2051,
y(1) = 1

78
(0 · 0 + 0 · 1 + 44 · 2 + 34 · 3 + 0 · 4 + 0 · 5) = 2, 4359,

y(2) = 1
48

(0 · 0 + 0 · 1 + 0 · 2 + 21 · 3 + 21 · 4 + 6 · 5) = 3, 6875,

xto znaqi, na primer, deka meseqniot proseqen broj na zemeni slobodni
denovi za vrabotenite koi rabotele vo prosek po 4 dena vo mesecot
prekuvremeno e 2 dena (od x(4) = 2). Soodvetnite krivi na regresija
dadeni se so Slika 2.9.
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Slika 2.9: Grafik na krivite na regresija za podatocite dadeni so
Tabela 2.8 (crvenata polna linija e za aritmetiqkite sredini na uslovnite
raspredelbi na qestotite na Y vo zavisnost od X, sinata isprekinata linija
e za aritmetiqkite sredini na uslovnite raspredelbi na qestotite na X vo
zavisnost od Y )
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Slika 2.10: Grafik na pravite na regresija za podatocite dadeni so
Tabela 2.8 (crvenata polna linija e za pravata na regresija na podatocite
za Y vo zavisnost od podatocite za X, sinata isprekinata linija e pravata
na regresija na podatocite za X vo zavisnost od podatocite za Y )

Aproksimiraǌeto na krivite na regresija so pravi e so pomox na meto-
dot na najmali kvadrati. Taka, pri aproksimacija na krivata y = y(ai)
so prava y = Ax+B, koeficientite A i B se naoǵaat za da se minimizira
sumata

S =
r∑
i=1

s∑
j=1

(Aai +B − bj)2fij.

Imeno, se rexava sistemot ravenki

∂S

∂A
= 0,

∂S

∂B
= 0. (2.3)

Po sprovedenoto diferenciraǌe sistemot (2.3) preminuva vo
A

r∑
i=1

s∑
j=1

a2
i fij +B

r∑
i=1

s∑
j=1

aifij =
r∑
i=1

s∑
j=1

aibjfij

B

r∑
i=1

s∑
j=1

fij + A
r∑
i=1

s∑
j=1

aifij =
r∑
i=1

s∑
j=1

bjfij

(2.4)

Se zema vo predvid deka
r∑
i=1

s∑
j=1

fij = n,
r∑
i=1

s∑
j=1

aifij = nx,
r∑
i=1

s∑
j=1

bjfij = ny,

r∑
i=1

s∑
j=1

a2
i fij = n(s2

x + x2).
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Voveduvame nova oznaka

sxy =
1

n

r∑
i=1

s∑
j=1

(ai − x)(bj − y)fij =
1

n

r∑
i=1

s∑
j=1

aibjfij − x y,

od kade dobivame deka
r∑
i=1

s∑
j=1

aibjfij = n(sxy + x y).

Togax sistemot (2.4) preminuva vo{
An(s2

x + x2) +Bnx = n(sxy + x y)
Bn+ Anx = ny

(2.5)

odnosno vo {
A(s2

x + x2) +Bx = (sxy + x y)
B + Ax = y

(2.6)

Od vtorata ravenka vo (2.6) se uviduva deka toqkata (x, y) le�i na pra-
vata y = Ax+B. So rexavaǌe na ovoj sistem (2.6) se dobiva deka

A =
sxy
s2
x

, B = y − sxy
s2
x

x.

Za da poka�eme deka ovie dve vrednosti za A i B ja minimiziraat sumata
S, potrebno e da gi ispitame vtorite parcijalni izvodi, pa imame

∂2S

∂A2
= 2

r∑
i=1

s∑
j=1

a2
i fij = 2n(s2

x + x2),

∂2S

∂A∂B
= 2

r∑
i=1

s∑
j=1

aifij = 2nx,
∂2S

∂B2
= 2

r∑
i=1

s∑
j=1

fij = 2n.

Potoa, bidejḱi za sekoi A i B va�i

∂2S

∂A2
≥ 0,

∂2S

∂A2
· ∂

2S

∂B2
− (

∂2S

∂A∂B
)2 = 4n2(s2

x + x2)− (2nx)2 = 4n2s2
x ≥ 0,

imame deka S e konveksna funkcija po promenlivite A i B, xto znaqi
deka sumata S dostignuva minimum vo vrednostite za A i B dobieni
so izednaquvaǌe na prvite parcijalni izvodi na nula. Pa, dobivame
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deka pravata na regresija koja najdobro ja aproksimira krivata na
regresija y = y(ai) e

y =
sxy
s2
x

x+ y − sxy
s2
x

x,

ili vo sreden oblik

y − y =
sxy
s2
x

(x− x). (2.7)

Na sliqen naqin, so minimiziraǌe na sumata

T =
r∑
i=1

s∑
j=1

(Cbj +D − ai)2fij,

se dobiva deka
C =

sxy
s2
y

, D = x− sxy
s2
y

y,

pa pravata na regresija x = Cy+D koja najdobro ja aproksimira krivata
na regresija x = x(bj) vo nejziniot sreden oblik e

x− x =
sxy
s2
y

(y − y). (2.8)

So zamena na dobienite vrednosti za koeficientite A i B vo sumata
S, odnosno vrednostite na C i D vo sumata T se dobivaat minimalnite
vrednosti na ovie sumi koi iznesuvaat

Smin = ns2
y

(
1−

s2
xy

s2
xs

2
y

)
, Tmin = ns2

x

(
1−

s2
xy

s2
xs

2
y

)
.

Brojot

r =
sxy
sxsy

, (2.9)

se narekuva koeficient na korelacija. Izrazeni preku nego minimal-
nite vrednosti na sumite S i T se

Smin = ns2
y(1− r2), Tmin = ns2

x(1− r2),

i bidejḱi S i T se nenegativni veliqini dobivame deka 1−r2 ≥ 0, odnosno
deka −1 ≤ r ≤ 1.

Ponatamu, imajḱi gi vo predvid ravenkite na pravite na regresija (2.7)
i (2.8) za agolot ϕ meǵu ovie dve pravi imame

tanϕ =
1− r2

r

sxsy
s2
x + s2

y

. (2.10)
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Tolkuvaǌeto na znaqeǌeto na koeficientot na korelacija e slednoto.
Ako r2 = 1, togax agolot ϕ meǵu pravite na regresija e ϕ = 0 ili ϕ = π,
xto znaqi deka pravite se poklopuvaat, i togax S = T = 0 xto znaqi
deka podatocite (x1, y1), ..., (xn, yn) le�at na zaedniqka prava opredelena
so ravenkata

y − y =
sy
sx

(x− x). (2.11)

Togax velime deka podatocite za obele�jeto Y linearno zavisat od
podatocite za obele�jeto X (i obratno), t.e.

yi =
sy
sx

(xi − x) + y, i = 1, 2, ..., n. (2.12)

Ako r = 0, togax sxy = 0 i stanuva zbor za nekorelirani statistiqki
podatoci xi i yi, i = 1, 2, ..., n.

Vo opxt sluqaj, ako |r| < 0, 5, togax podatocite xi i yi, i = 1, 2, ..., n se
slabo korelirani, ako |r| ≥ 0, 5, togax stanuva zbor za statistiqki
signifikantna korelacija.

Ako r > 0, togax imame pozitivna korelacija, odnosno so zgolemuvaǌe
na vrednostite na ednoto obele�je se zgolemuvaat vrednostite na dru-
goto vo ramkite na dvodomenzionalnite podatoci, i soodvetno za r < 0
imame negativna korelacija, odnosno so zgolemuvaǌe na vrednostite
na ednoto obele�je se namaluvaat vrednostite na drugoto vo ramkite na
dvodomenzionalnite podatoci.

Znaqi, koeficientot na korelacija koj odgovara na stataistiqkite poda-
toci za dvodimenzionalnoto obele�je (X, Y ), go opixuva stepenot na
afina zavisnost meǵu podatocite za obelezjeto X i podatocite za obele�-
jeto Y .

Na primer, za podatocite dadeni so Primer 2.4 od prethodno dobivme
deka

x = 1.05455, s2
x = 0.524298, sx = 0.724084,

y = 2.50909, s2
y = 1.14689, sy = 1.07093.

Isto taka se presmetuva i deka

sxy = 0, 651019.

Togax, ravenkite na pravite na regresija se

y = 1, 2417x+ 1, 19966, x = 0, 56764y − 0.369716,
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a nivnite grafici dadeni se so Slika 2.10. Za koeficientot na ko-
relacija imame

r = 0, 839546,

xto znaqi deka proseqniot broj na slobodni denovi vo tekot na eden
mesec koi vraboteniot gi koristi nadvor od denovite predvideni za
odmor i proseqniot broj na denovi vo tekot na eden mesec vo koi rabot-
nikot raboti prekuvremeno se pozitivno korelirani (so zgolemuvaǌe na
brojot na slobodni dena koi gi zema rabotnikot, se zgolemuva i brojot
ne denovi koga ostanuva da raboti prekuvremeno). Isto taka mo�e da
ka�eme deka postoi statistiqki signifikantna korelacija meǵu poda-
tocite za ovie dve obele�ja.

Prethodno spomnavme deka koga koeficientot na korelacija e r = 0
stanuva zbor za nekorelirani statistiqki podatoci, xto ne znaqi deka
ne postoi nikakva statistiqka povrzanost meǵu niv. Statistiqkata za-
visnost se izrazuva preku otstapuvaǌeto od statistiqkata nezavis-
nost defnirano so

f 2 =
1

n2

r∑
i=1

s∑
j=1

(nfij − gihj)2

gihj
=

r∑
i=1

s∑
j=1

f 2
ij

gihj
− 1, (2.13)

kade fij, gi, hj se qestotite prevzemeni od Tabela 2.6. Za otstapuvaǌeto
od statistiqkata nezavisnost va�i relacijata

0 ≤ f 2 ≤ min{r, s} − 1. (2.14)

Vrednosta f = 0 se dostignuva togax koga va�i

nfij = gihj, i = 1, ..., r, j = 1, ..., s,

xto znaqi deka uslovnite raspredelbi na qestotite vo redicite (sood-
vetno i vo kolonite) meǵusebno se razlikuvaat samo vo odreden koefi-
cient na proporcionalnost, pa spored toa mo�e da se ka�e deka vred-
nostite na ednoto obele�je va�no ne vlijaat na uslovnata raspredelba
na qestotite na podatocite za drugoto obele�je, i velime deka poda-
tocite se statistiqki nezavisni. Dodeka, maksimalnata vrednost
f 2 = min{r, s}−1 za r ≥ s se dostignuva koga sekoja redica od tabelata na
kontingencija Tabela 2.6 sodr�i toqno edna vrednost razliqna od nula,
i za r ≤ s se dostignuva koga sekoja kolona od tabelata na kontingen-
cija sodr�i toqno edna vrednost razliqna od nula. Toa znaqi deka meǵu
podatocite koi odgovaraat na obele�jata X i Y postoi funkcionalna
zavisnost, odnosno na sekoja vrednost ai na obele�eto X i e pridru�ena
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samo edna vrednost od obele�jeto Y (koga r ≥ s), odnosno na sekoja vred-
nost bj na obele�eto Y i e pridru�ena samo edna vrednost od obele�jeto
X (koga r ≤ s).

Dokolku otstapuvaǌeto od statistiqkata nezavisnost go podelime so ne-
govata maksimala mo�na vrednost taka dobieniot koliqnik se narekuva
stepen na statistiqkata zavisnost na podatocite koi odgovaat na obe-
le�jata X i Y soodvetno, odnosno

o = f 2/(min{r, s} − 1). (2.15)

Stepenot na statistiqkata zavisnost se izrazuva vo procenti.

Va�no e da se napomene deka vrednostite na f 2 i o ne zaisat od vred-
nostite koi gi primaat obele�jata X i Y tuku samo od qestotite od
tabelata na kontingencija. Zatoa, parametrite f 2 i o mo�e da se ko-
ristat i pri analiza na statistiqkata zavisnost i vo sluqaj na
nenumeriqki (kategoriski) podatoci.

Vrz osnova na podatocite dadeni vo Primer 2.4, pri analiza na statis-
tiqkata zavisnost meǵu podatocite koi odgovaraat na obele�jeto X-
proseqen meseqen broj na slobodni denovi, i onie koi odgovaraat na
obele�jeto Y -proseqen meseqen broj na denovi so prekumerna rabota,
dobivame deka

f 2 = 1, 20047, o = 0, 600237 ≈ 60%,

xto znaqi deka meǵu brojot na slobodni denovi i denovi prekuvremena
raboti postoi statistiqka zavisnost od 60%.

3) Neprekinati dvodimenzionalni obele�ja

Ako obele�jata X i Y se neprekinati, togax dvodimenzionalnoto obe-
le�je (X, Y ) e isto taka neprekinato, odnosno mo�e da prima bilo koja
vrednost od odreden proizvod na intervali. Za da se sostavi tabelata
na kontingencija za podatocite (x1, y1), ..., (xn, yn) koi odgovaraat na ne-
prekinatoto obele�je (X, Y ) najnapred treba se izvrxi grupiraǌe na
podatocite vo intervali za sekoe od ednodimenzionalnite obele�ja X
i Y , na primer vo r, odnosno s podintervali, so granici vo toqkite
a0 < a1 < ... < ar i b0 < b1 < ... < bs soodvetno. Togax, qestotata fij ḱe go
oznaquva brojot na podredeni parovi od nizata (x1, y1), ..., (xn, yn) za koi
va�i da prvata komponenta e od i-tiot podinterval za vrednostite na
X, t.e. podintervalot (ai−1, ai], a vtorata komponenta e od j-tiot podin-
terval za vrednostite na Y , t.e. podintervalot (bj−1, bj]. Na toj naqin se
dobiva tabelata na kontingencija na qestotite na podatocite grupi-
rani vo intervali, Tabela 2.11.
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Y [b0, b1] (b1, b2] · · · (bj−1, bj ] · · · (bs−1, bs]

X sredina b1 b2 · · · bj · · · bs Σ
na interval

[a0, a1] a1 f11 f12 · · · f1j · · · f1s g1
(a1, a2] a2 f21 f22 · · · f2j · · · f2s g2

...
...

...
...

...
...

...
(ai−1, ai] ai fi1 fi2 · · · fij · · · fis gi

...
...

...
...

...
...

...
(ar−1, ar] ar fr1 fr2 · · · frj · · · frs gr

Σ h1 h2 · · · hj · · · hs n

Tabela 2.11: Tabela na kontingencija na qestotite na podatocite grupirani
vo intervali

Soodvetnata tabela na koningencija na relativnite qestoti se do-
biva koga na meatoto od qestotite fij se stavat relativnite qestoti
pij = fij/n, i = 1, ..., r, j = 1, ..., s, na mestoto od qestotite gi i hj se stavat
relaticnite qestoti qi =

∑s
j=1 pij i rj =

∑r
i=1 pij soodvetno. Grafiqkiot

prikaz na podatocite dadeni so tabela na kontingencija na qestoti e so
pomox na dvodimenzionalen histogram na qestoti, odnosno dvodi-
menzionalen histogram na relativni qestoti.

Od definiciite za x, y, s2
x, s

2
y i sxy koi ne zavisat od qestotite, zak-

luquvame deka pravite na regresija i koeficientot na korelacija mo�e
da se presmetaat i za podatoci koi odgovaraat na dvodimenzionalno
neprekinato obele�je bez da bidat prethodno grupirani vo intervali.
Za razlika od ovie parametri, za presmetuvaǌe na otstapuvaǌeto od
statistiqkata zavisnost f 2 i stepenot na statistiqkata zavisnost o po-
trebni se qestotite. I bidejḱi grupiraǌeto vo intervali ne e ednoz-
naqno, koristeǌeto na parametrite f 2 i o pri analiza na zavisnosta na
podatocite koi odgovaraat na neprekinati obele�ja se izbegnuva.

Znaejḱi ja samo raspredelbata na podatocite vo intervali dadena so
Tabela 2.11 vrednostite x, y, s2

x, s
2
y i sxy pribli�no mo�e da se pres-

metaat spored

x ≈ 1
n

∑r
i=1

∑s
j=1 aifij, y ≈

1
n

∑r
i=1

∑s
j=1 bjfij,

s2
x ≈ 1

n

∑r
i=1

∑s
j=1 a

2
i fij − x2, s2

y ≈ 1
n

∑r
i=1

∑s
j=1 b

2

jfij − y2,

sxy ≈ 1
n

∑r
i=1

∑s
j=1 aibjfij − x y.
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3

Osnovni poimi na matematiqkata
statistika

3.1 Statistiqki model

Pri prouquvaǌe na soberenite statistiqki podatoci vo vrska so nekoja po-
java, se nametnuva baraǌeto da se donese odreden zakluqok vo vrska so razgle-
duvanata pojava. Tokmu ova e glavnata zadaqa na matematiqkata statistika.
Donesuvaǌeto na zakluqoci vo vrska so razgleduvanata pojava vrz osnova
na koneqen broj na statistiqki podatoci e poznato kako statistiqko zak-
luquvaǌe. Postojat glavno dva pristapa pri donesuvaǌeto na statistiqki
zakluqoci. Prviot, pristap na qestoti predlo�en od Kendel, e mo�ebi i
najkoristeniot vo praksa i so nego se pretpostavuva deka sekoj eksperiment
e beskoneqno mnogu pati povtorliv i deka mora da gi zememe vo predvid site
mo�ni ishodi od eksperimentot za da mo�e da doneseme nekoj statistiqki
zakluqok. Sprotivno od ovoj pristap, Bajesoviot pristap gi temeli za-
kluqocite samo na nabǉuduvanite podatoci i neodredenostite vo vrska so
nepoznatite parametri se opuxuvaat preku raspredelbi na verojatnost koi
zavisat od ovie podatoci. Kako i da e postojat i metodi na statistiqko
zakluquvaǌe koi pretstavuvaat kombinacija na ovie dva pristapa.

Vo teorijata na statistiqkoto zakluquvaǌe se konstruiraat matematiqki
modeli koi ovozmo�uvaat egzaktno definiraǌe na problemot, potoa so matem-
atiqki metodi se pristapuva kon rexavaǌe na problemot i celta e da do-
bienite rezultati se primenat vo praksa i vo drugite nauqni disciplini.
Opxta pretpostavka pri izgradbata na teoriskite modeli e deka nizata
statistiqki podatoci x1, x2, ..., xn e nekoja vrednost na odreden sluqaen vek-
tor X = (X1, X2, ..., Xn). Pretpostavuvame uxte deka raspredelbata na vero-
jatnost na sluqajniot vektor X e nepoznata, no pripaǵa na nekoja familija
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P od dopustlivi raspredelbi na verojatnost za sluqajniot vektor X. To-
gax, prostorot Ω od site mo�ni ishodi na eksperimentot, σ-algebrata F od
podmo�estva od Ω i familijata P od dopustlivi raspredelbi na verojatnost
(verojatnosni meri) ja formiraat trojkata (Ω,F ,P) koja se narekuva statis-
tiqki model za razgleduvaniot eksperiment. Ponekogax, terminot statis-
tiqki model se odnesuva i na samata familija P od dopustlivi raspredelbi
na verojatnost.

Za definiraǌeto na familijata P ne postojat precizni kriteriumi, na-
jqesto se izveduva vrz baza na iskustvo i intuicija. Ako se zeme pretesna fa-
milija na dopustlivi raspredelbi na verojatnost, postoi mo�nost da vistin-
skata raspredelba na verojatnost ostane nadvor od taa familija, nadvor od
modelot. Ako za P se zeme prexiroka klasa, togax praktiqno nixto nema
da mo�e da se zakluqi za vistinskata raspredelba vrz osnova na dadenite
podatoci.

Ako familijata P od dopustlivi raspredelbi na verojatnost mo�e da se
opixe preku koneqen broj na parametri θ = (θ1, ..., θr), togax stanuva zbor za
parametarski model na statistiqko zakluquvaǌe. Togax, mo�e da zapixeme
deka

X = (X1, X2, ..., Xn) ∼ Fθ, θ ∈ Θ,

kade Fθ e funkcijata na raspredelba na X i Θ e mno�estvoto od site mo�ni
vrednosti za parametarot θ, poznato kako prostor na parametri. Modelite
pak qii raspredelbi ne mo�at da se opixat preku koneqen broj na parametri
ili naqinot na izrazuvaǌe ne e ednostaven se narekuvaat neparametarski
modeli.

Mnogu qesto se pretpostavuva deka sluqajnite promenlivi X1, X2, ..., Xn se
nezavisni i ednakvo raspredeleni so zaedniqka raspredelba na verojatnost
P , odnosno se pretopostavuva deka podatocite x1, x2, ..., xn se dobieni kako
rezultat na n nezavisni mereǌa podlo�eni na edna ista statistiqka zakoni-
tost. Togax, familijata P od dopustlivi raspredelbi na verojatnost se
stesnuva na site mo�ni ednodimenzionalni raspredelbi na verojatnost.

Primer 3.1. (Binomen model) Nesimetriqna moneta se frla n pati. Ako
so 1 oznaquvame pojava na ”pismo”, a so 0 pojava na ”grb”, togax prostorot
od site mo�ni ishodi od ovoj ekspriment e

Ω = {(x1, x2, ..., xn) : xi = 0 ili xi = 1, i = 1, 2, ..., n}.

Familijata od dopustlivi raspredelbi na verojatnost e P = {Pθ : 0 ≤ θ ≤ 1},
kade verojatnosta Pθ e dadena so

Pθ(x) = θx1+x2+...+xn(1− θ)n−(x1+x2+...+xn), x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Ω,
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kade θ e nepoznatata verojatnost za pojavuvaǌe na ”pismo” pri edno frlaǌe
na monetata. Prostorot na parametri e {θ : 0 ≤ θ ≤ 1}. Ovoj statistiqki
model e poznat kako Binomen model.

Primer 3.2. (Poasonov model) Ako treba da se opixe sluqajna promen-
liva koja pretstavuva broj na realizirani nastani vo fiksiran vremenski
interval, kako na primer, brojot na telefonski razgovori, ili brojot na
soobraḱajni nezgodi, ili brojot na posetiteli na eden market, se koristi
Poasonoviot model opredelen so mno�estvoto Ω = {0, 1, 2, ...} i familijata od
dopustlivi raspredelbi na verojatnost P = {Pλ : λ > 0}, kade verojatnosta
Pλ e dadena so

Pλ(x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, ...

Prostorot na parametri e {λ : λ > 0}.

Primer 3.3. (Gausov (normalen) model) Ako pri mereǌe na nekoja fiziqka
veliqina so nepoznata vrednost m, aparatot za mereǌe ne pravi sistemska
grexka, tuku na rezultatot na mereǌeto vlijaat golem broj na sluqajni fak-
tori, so neznaqitelno poedineqno vlijanie, togax rezultatot na mereǌeto
se opixuva so Gausov (normalen) model. Togax, mo�e da se zeme Ω = R (site
mo�ni rezultati od mereǌata), a za familijata od site dopustlivi raspre-
delbi na verojatnost da se zeme

P = {Pm,σ2 : −∞ < m <∞, 0 < σ2 < +∞},

kade verojatnosta Pm,σ2 e dadena so

Pm,σ2(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−m)2

2σ2 , x ∈ R.

Prostorot na parametri e {(m,σ2) : −∞ < m < ∞, 0 < σ2 < +∞}. Dokolku
pretpostavime deka disperzijata σ2 e poznata i iznesuva σ2

0, togax famili-
jata od site dopustlivi raspredelbi na verojatnost e

P = {Pm,σ2
0

: −∞ < m <∞},

dodeka prostorot na parametri e {m : −∞ < m <∞}.

Primer 3.4. Neka X1, X2, ..., Xn se nezavisni i ednakvo raspredelnei sluqa-
jni promenlivi so neprekinata funkcija na raspredelba F koja e nepoznata.
Prostorot na parametri za ovoj model se sostoi od site mo�ni nepreki-
nati raspredelbi. I bidejḱi ovie raspredelbi nemo�e da se indeksiraat
so koeqnodimenzionalen parametar, zatoa ovoj model se smeta za neparam-
etarski model.
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Isto taka mo�e da pretpostavime deka F (x) ima gustina na raspredelba
p(x − θ) kade θ e nepoznat parametar i p e nepoznata gustina na raspre-
delba koja go zadovoluva uslovot p(x) = p(−x). Togax, ovoj model e isto
taka neparametarski, no zavisi od realno vrednosen parametar θ. Zatoa, toj
mo�e da se smeta za poluparametarski model.

Osnovni problemi na statistiqkoto zakluquvaǌe se ocenuvaǌeto na parametri,
odnosno naoǵaǌe na numeriqki vrednosti so koi se aproksimiraat nepoz-
natite parametri na pretpostavenata raspredelba na verojatnost i odredu-
vaǌe na toqnost na taa aproksimacija, i testiraǌeto na hipotezi, odnosno
definiraǌe na postapki za donesuvaǌe na odluki za prifaḱaǌe, odnosno
otfrlaǌe na odnapred postavenata hipoteza za nepoznatite parametri ili
raspredelbata na verojatnost.

Primer 3.5. Da pretpostavime deka nekoja fiziqka veliqina m ja merime
n pati i neka rezultatot na tie mereǌa se meǵusebno nezavisni sluqajni
promenlivi X1, X2, ..., Xn so ista raspredelba koja pripaǵa na familijata do-
pustlivi raspredelbi P dadena vo Primer 3.3. Soglasno zakonot na golemite
broevi imame deka

X1 +X2 + ...+Xn

n

s.s.−→ m.

Ako x1, x2, ..., xn se konkretnite vrednosti dobieni pri n-te nezavisni mereǌa,
togax prirodno se nametnuva da pri golemi vrednosti na n aritmetiqkata
sredina m0 = x1+x2+...+xn

n
se smeta za dobra aproksimacija na nepoznatiot

parametar m. Ovaa aproksimacija se smeta za ocenka na parametarot m.
Ponatamu mo�e da se primenat razni kriteriumi za procenka kolku e dobra
ovaa ocenka.

Primer 3.6. Od nekoi apriorni priqini, pretpostavuvame deka vrednosta na
nepoznatiot parametar θ = θ0 od Primer 3.1, kade θ0 ∈ [0, 1] e daden broj. So
pomox na relativnata qestota m

n
, kade m e brojot na pojavuvaǌa na ”pismo”

pri n-te nezavisni frlaǌa t.e. m = x1 + x2 + ... + xn, treba da se odluqime
dali ḱe ja prifatime hipotezata θ = θ0 ili ḱe ja otfrlime. Bidejḱi pri
golemi vrednosti na n relativnata qestota m

n
e bliska do verojatnosta θ,

dobivame eden kriterium za proverka na hipotezata θ = θ0 koj se bazira na
ocenka na rastojanieto na relativnata qestota od vistinskata vrednost na
verojatnosta t.e. |m

n
− θ|. Ako ova rastojanie e golemo, togax hipotezata ja

otfrlame, ako e malo ja prifaḱame.
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3.2 Populacija, obele�je i primerok
Dokolku pri izveduvaǌe na nekoj eksperiment sekoj element od odredeno mno-
�estvo go izbirame na sluqaen naqin, togax toa mno�esto mo�e da se sfati
kako mno�estvo od site mo�ni ishodi na eksperimentot, se oznaquva so Ω i
se narekuva populacija. Populacija (ili celna populacija) se definira
uxte i kako celokupnosta od ednorodni elementi koi se predmet na istra�u-
vaǌe i za koi potrebro e da se nabavi odredena informacija. Nabǉuduvanata
zaedniqka karakteristika za elementite od populacijata koja e predmet na
istra�uvaǌe se narekuva obele�je, se oznaquva so X i se smeta za sluqajna
promenliva qija raspedelba na verojatnost e nepoznata.

Primer 3.7. a) Se sproveduva ispituvaǌe za kvalitetot na proizvodenite
sijalici vo edna fabrika. Sevkupnosta na site proizvedeni sijalici vo fab-
rikata ja pretstavuva populacijata, dodeka obele�je mo�e da bide ”dol�i-
nata na �ivotot” na sijalicata vo qasovi.

b) Ako se izveduva ispituvaǌe za uspehot po matematika vo edno uqilixte,
populacijata ja pretstavuvaat uqenicite vo uqilixteto, dodeka obele�je
mo�e da bide nivnata ocenka po matematika na zvrxniot ispit.

v) Pri istra�uvaǌe za klimatskite uslovi vo edna zemja, site kalen-
darski godini ja soqinuvaat populacijata, dodeka obele�je mo�e da bidat
vkupnite vrne�i na edinica povrxina vo tekot na edna godina vo zemjata.

Neka eksperimentot se sostoi vo izbor na element od populacijata Ω i
zabele�uvaǌe na vrednosta na obele�eto X koja odgovara na izbraniot el-
ement. Rezultat od ovoj eksperiment e sluqajna promenliva X. Ako ekspe-
rimentot se povtori n pati, kako rezultat se dobiva podredena n-torka od
sluqajni promenlivi, odnosno sluqaen vektor (X1, X2, ..., Xn) koj se narekuva
sluqaen primerok. Brojot n se narekuva golemina na primerokot ili obem
na primerokot. Ako sluqajnite promenlivi X1, X2, ..., Xn se nezavisni i ed-
nakvo raspredeleni so raspredelba ednakva na obele�jeto X, togax stanuva
zbor za prost sluqaen primerok, koj qesto se narekuva samo primerok.

Primerokot treba da bide reprezentativen t.e. na pravilen naqin da ja
pretstavuva celata populacija. Reprezentativnosta mo�e da se postigne ako
sekoj element od populacijata ima ednakvi xansi da bide izbran, i izborot
na sekoj element da bide sluqaen i nezavisen. Postojat poveḱe metodi,
naqini za izbiraǌe na reprezentativen primerok.

Ako za primerokot (X1, X2, ..., Xn) gi zabele�ime vrednostite na nabǉuvan-
oto obele�je X za sekoja od komponentite na primerokot, dobivame reali-
zacija na primerokot (x1, x2, ..., xn) koja odgovara na obele�jeto X, kade xi e
vrednosta na sluqajnata promenliva Xi, i = 1, 2, ..., n. Qesto realizacijata na
primerokot se narekuva primerok.
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3.3 Empiriska funkcija na raspredelba
Osnoven problem pri statistiqkite istra�uvaǌa e odreduvaǌe na raspre-
delbata na obele�jeto X vrz osnova na daden primerok. Vo matematiqkata
statistika postoi teorema (poznata kako centralna teorema na matematiqkata
statistika) koja dava potvrden odgovor na praxaǌeto dali prostiot sluqaen
primerok mo�e da dade kompletna informacija za raspredelbata na obele�-
jeto X. Pri toa, toqnoto odreduvaǌe na raspredelbata na obele�jeto X
bara goleminata n na primerokot neograniqeno da raste. Bidejḱi vo praksa
mo�e da se raboti samo so koneqna golemina na primerokot, raspredelbata
na obele�jeto X mo�e da se odredi samo pribli�no, i kolku e n pogolemo
tolku e aproksimacijata potoqna.

Naqinot na koj primerokot ja odreduva raspredelbata na obele�jeto X e
daden preku negovata empiriska funkcija na raspredelba.

Definicija 3.1. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�je so
funkcija na raspredelba F (x). Funkcijata Fn : R → χ, kade χ e mno�estvoto
od sluqajni promenlivi definirana so

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi < x},

kade I{·} e indikator na nastan, se narekuva empiriska funkcija na ras-
predelba na primerokot (X1, X2, ..., Xn).

Bidejḱi sumata na n nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni promen-
lvi so Bernulievi 0,1 raspredelbi so parametar p, 0 < p < 1 ima B(n, p)
raspredelba, zakluquvame deka sluqajnata promenliva nFn(x) ima B(n, p) ras-
predelba kade p = P{Xi < x} = F (x). Od tuka sleduva deka raspredelbata na
verojatnost na empiriskata funkcija na raspredelba e

P{Fn(x) =
k

n
} =

(
n

k

)
F k(x)(1− F (x))n−k, k = 0, 1, ..., n.

Neka (x1, x2, ..., xn) e realizacija na primerokot (X1, X2, ..., Xn). Gi podredu-
vame broevite x1, x2, ..., xn vo rasteqki redosled, i dobienata niza ja oznaqu-
vame so x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n). Togax, realizacija na empiriskata funkcija
na raspredelba na primerokot (X1, X2, ..., Xn) koja odgovara na realizacijata
na primerokot (x1, x2, ..., xn) e dadena so

Fn(x) =


0 , x ≤ x(1)
k
n

, x(k) < x ≤ x(k+1), k = 1, 2, ..., n− 1
1 , x > x(n)
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Se sogleduva deka realizacijata na empiriskata funkcija na raspredelba
se poklopuva so funkcijata na kumulativnite relativni qestoti na statis-
tiqkite podatoci x1, x2, ..., xn.

Znaqeǌeto na empiriskata funkcija na raspredelba Fn se sostoi vo toa
xto za golemi vrednosti na n taa pretstavuva dobra aproksimacija na fun-
kcijata na raspredelba F na obele�jeto X, xto e poka�ano so slednite dve
tvrdeǌa.

Teorema 3.1. Neka F e funkcijata na raspredelba na obele�jeto X i Fn e
empiriskata funkcija na raspredelba na primerokot (X1, X2, ..., Xn) koj odgovara
na obele�jeto X. Togax, za sekoj realen broj x va�i

P{ lim
n→∞

Fn(x) = F (x)} = 1.

Dokaz. Neka x ∈ R e proizvolen realen broj. Definirame sluqajni promen-
livi Yi = I{Xi < x}, i = 1, 2, ..., n, koi se nezavisni i ednakvo raspredeleni (od
X1, ..., Xn nezavisni i ednakvo raspredeleni) so koneqni matematiqki oqeku-
vaǌa E(Yi) = P{Xi < x} = F (x) < +∞. Sledi deka za nizata {Yi} va�i silniot
zakon na golemite broevi, t.e.

1

n

n∑
i=1

Yi
a.s.→ 1

n

n∑
i=1

E(Yi) = F (x),

i imajḱi ja vo predvid definicijata na empiriskata funkcija na raspre-
delba na promerokot (X1, X2, ..., Xn), Fn(x) = 1

n

∑n
i=1 I{Xi < x} = 1

n

∑n
i=1 Yi, sledi

tvrdeǌeto na teoremata t.e. P{limn→∞ Fn(x) = F (x)} = 1.

Teorema 3.2. (Centralna teorema na matematiqkata statistika na Gli-
venko - Kanteli) Neka F e funkcijata na raspredelba na obele�jeto X i Fn e
empiriskata funkcija na raspredelba na primerokot (X1, X2, ..., Xn) koj odgovara
na obele�jeto X. Togax, va�i

P{ lim
n→∞

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| = 0} = 1.

Dokaz. Neka F e neprekinata funkcija na raspredelba. Neka ε > 0. Togax,
postoi m ∈ N taka xto 1

m
≤ ε. Neka −∞ = t0 < t1 < ... < tm−1 < tm = +∞ se

takvi da F (tk) = k
m
, k = 0, 1, 2, ...,m (postojat zatoa xto F (x) e neopaǵaqka).

Togax, za x ∈ (tk, tk+1] va�i

Fn(x)− F (x) ≤ Fn(tk+1)− F (tk) ≤ Fn(tk+1)− F (tk+1) + ε, (3.1)

Fn(x)− F (x) ≥ Fn(tk)− F (tk+1) ≥ Fn(tk)− F (tk)− ε, (3.2)
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zatoa xto F (tk+1) = k+1
m

= k
m

+ 1
m
≤ F (tk) + ε.

Neka Ak = {w ∈ Ω : limn→∞ Fn(tk) = F (tk)}, k = 0, 1, 2, ...,m i A = ∩mk=0Ak.
Togax, od Teorema 3.1 sledi deka P (Ak) = 1, k = 0, 1, 2, ...,m, od kade i P (A) =
1. Togax, ∀w ∈ A, ∃n0 = n0(w), taka xto ∀n ≥ n0(w),

|Fn(tk)− F (tk)| ≤ ε, k = 0, 1, 2, ...,m. (3.3)

Od (3.1)-(3.3) sledi deka ∀w ∈ A, ∃n0 = n0(w), taka xto ∀n ≥ n0(w),

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| ≤ 2ε, (3.4)

od kade dobivame deka va�i tvrdeǌeto na teoremata koga F e neprekinata
funkcija.

Neka sega, F e proizvolna funkcija na raspredelba (F e neopaǵaqka i
neprekinata od levo). Neka ε > 0. Togax, postoi m ∈ N i niza −∞ = t0 < t1 <
... < tm−1 < tm = +∞ taka xto

F (tk+1)− F (tk + 0) ≤ ε. (3.5)

B.G.O neka {t1, t2, ..., tm−1} gi sodr�i site toqki vo koi F pravi skok ne pomal
od ε/2. Togax, za x ∈ (tk, tk+1] va�i

Fn(x)− F (x) ≤ Fn(tk+1)− F (tk + 0) ≤ Fn(tk+1)− F (tk+1) + ε, (3.6)

Fn(x)− F (x) ≥ Fn(tk + 0)− F (tk+1) ≥ Fn(tk + 0)− F (tk + 0)− ε. (3.7)

Neka Ak = {w ∈ Ω : limn→∞ Fn(tk + 0) = F (tk + 0)}, Bk = {w ∈ Ω : limn→∞ Fn(tk) =
F (tk)}, k = 0, 1, 2, ...,m i A = ∩mk=0AkBk. Od Teorema 3.1 sledi deka P (Ak) =
P (Bk) = 1, k = 0, 1, 2, ...,m, od kade i P (A) = 1. Znaqi, ∀w ∈ A, ∃n1 = n1(w), taka
xto ∀n ≥ n1(w),

Fn(tk + 0)− F (tk + 0) ≥ −ε, k = 0, 1, 2, ...,m, (3.8)

Fn(tk)− F (tk) ≤ ε, k = 0, 1, 2, ...,m. (3.9)

Od (3.5)-(3.9) sledi (3.4), od kade se dobiva deka va�i tvredeǌeto na teore-
mata i koga F e proizvolna funkcija na raspredelba.

3.4 Statistiki
Rexavaǌeto na problemot na naoǵaǌe na nepoznatata raspredelba na obele�-
jeto X, podrazbira i odreduvaǌe na nekoi karakteristiki na obele�jeto. Za
taa cel se slu�ime so sluqajni promenlivi koi se funkcii od primerokot.
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Definicija 3.2. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�je X
so funkcija na raspredelba F (x) i neka f : Rn → R, e Borelova funkcija.
Togax, sluqajnata promenliva f(X1, X2, ..., Xn) se narekva statistika.

Primer 3.8. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�je X so
funkcija na raspredelba F (x).

a) Statistikata Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi se narekuva sredina na primerokot.

b) Statistikata S
2

n =
1

n

n∑
i=1

(Xi−Xn)2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2

n se narekuva disperzija

na primerokot, dodeka S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi−Xn)2 =
n

n− 1
S

2

n e poznata kako

koregirana disperzija na primerokot.

v) Statistikata Zn,k =
1

n

n∑
i=1

Xk
i se narekuva k-ti moment na primerokot,

dodeka Mn,k =
1

n

n∑
i=1

(Xi − Xn)k se narekuva k-ti centralen moment na

primerokot. Lesno se vooquva deka Zn,1 = Xn i Mn,2 = S
2

n

g) Za primerokot (X1, X2, ..., Xn) ja forimirame soodvetnata varijaciona
niza X(1) ≤ X(2) ≤ ... ≤ X(n) za koja va�i deka za sekoja realizacija
(x1, x2, ..., xn) na primerokot (X1, X2, ..., Xn) imame

X(1) = x(1), X(2) = x(2), ..., X(n) = x(n),

kade x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n) e realizacijata (x1, x2, ..., xn) podredena po
golemina. Togax, sekoj element od varijacionata niza X(1) ≤ X(2) ≤
... ≤ X(n) se narekuva podredena statistika. Najmalata i najgolemata
podredena statistika mo�e da se izrazat kako funkcii od primerokot
na sledniot naqin

X(1) = min{X1, X2, ..., Xn}, X(n) = max{X1, X2, ..., Xn}.

Primer 3.9. Koga razgleduvame dvodimenzionalno obele�je (X, Y ), so nepoz-
nati raspredelbi FX i FY za sekoe od obele�jata X i Y soodvetno, togax
ispituvaǌata gi vrxime so pomox na dvodimenzionalen primerok

(X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn).
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Primer za statistika (funkcija od dvodimenzionalniot primerok) e

RX,Y =
1
n

∑n
i=1 XiYi −Xn Y n√

S
2

Xn S
2

Y n

,

kade

S
2

Xn =
1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2, S
2

Y n =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Y n)2,

i se narekuva koeficient na korelacija na primerokot.

3.5 Karakteristiki na nekoi statistiki
Bidejḱi statistikite se koristat pri statistiqkoto zakluquvaǌe, potrebno
e da se znaat nivnite brojni karakteristiki, toqnite raspredelbi koga n
e koneqno (za primerok so mal obem ili mal primerok) i asimptotskoto
odnesuvaǌe na raspredelbite pri n → ∞ (za primerok so golem obem ili
golem primerok).

Neka X e obele�je so nepoznata funkcija na raspredelba F . Da gi oz-
naqime brojnite karakteristiki na obele�jeto X so

EX = m, DX = σ2, EXk = mk, E(X −m)k = µk.

Da zabele�ime deka m1 = m, µ1 = 0 i µ2 = σ2. Neka sega (X1, X2, ..., Xn)
e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Togax va�i slednoto svojstvo za
brojnite karakteristiki na nekoi statistiki izrazeni preku brojnite karak-
teristiki na obele�jeto X.

Svojstvo 3.1. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X so
EX = m, DX = σ2, EXk = mk, E(X −m)k = µk. Togax,

a) E(Xn) = m, D(Xn) = σ2

n
,

b) E(S
2

n) = n−1
n
σ2, D(S

2

n) = (n−1)2

n3

(
µ4 − n−3

n−1
µ2

2

)
,

v) E(Zn,k) = mk, D(Zn,k) = 1
n
(m2k −m2

k).

Dokaz. a) E(Xn) = E( 1
n

∑n
i=1Xi) = 1

n

∑n
i=1 E(Xi) = 1

n
· nm = m,

D(Xn) = D( 1
n

∑n
i=1Xi) = 1

n2

∑n
i=1D(Xi) = 1

n2 · nσ2 = σ2

n
.

b) Najnapred, E(X2
i ) = DXi + (EXi)

2 = σ2 +m2.
E(S

2

n) = E( 1
n

∑n
i=1X

2
i −X

2

n) = 1
n

∑n
i=1 E(X2

i )− E(X
2

n) =
1
n

∑n
i=1(σ2 +m2)− (D(Xn) + (E(Xn))2) = (σ2 +m2)− (σ

2

n
+m2) = n−1

n
σ2.
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v) E(Zn,k) = E( 1
n

∑n
i=1 X

k
i ) = 1

n

∑n
i=1 E(Xk

i ) = 1
n

∑n
i=1mk = mk,

D(Zn,k) = D( 1
n

∑n
i=1X

k
i ) = 1

n2

∑n
i=1D(Xk

i ) = 1
n2

∑n
i=1(EX2k

i − (EXk
i )2) =

1
n2

∑n
i=1(m2k − (mk)

2) = 1
n
(m2k − (mk)

2).

Normalnata raspredelba ima va�na uloga pri prouquvaǌe na sluqajnite
pojavi. Zatoa, va�no e da se znaat toqnite raspredelbi na nekoi statistiki,
meǵu koi i osnovnite statistiki Xn i S

2

n, vo sluqaj koga obele�jeto X ima
normalna raspredelba.

Teorema 3.3. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X koe
ima N (m,σ2) raspredelba. Togax,

a) Sluqajnata promenliva Xn ima N (m, σ
2

n
) raspredelba, xto znaqi deka slu-

qajnata promenliva Xn−m
σ

√
n ima N (0, 1) raspredelba,

b) Sluqajnata promenliva nS
2
n

σ2 ima χ2
n−1 raspredelba,

v) Sluqajnite promenlivi Xn i S
2

n se nezavisni.

Dokaz. a) Sluqajnite promenlivi Xi, i = 1, 2, ..., n se nezavisni i ednakvo
raspredeleni t.e. Xi ∼ N (m,σ2), i = 1, 2, ..., n, i ako vo Svojstvo 1.6 zememe
a1 = ... = an = 1/n dobivame deka

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N (m,
σ2

n
). (3.10)

Potoa, spored Svojstvo 1.4 imame

Xn −m
σ

√
n =

∑n
i=1(Xi −m)√

n · σ
∼ N (0, 1).

b) Prethodno poka�avme deka Xn ∼ N (m, σ
2

n
), vidi (3.10), i zatoa Xi−Xn

σ
∼

N (0, 1), spored Svojstvo 1.6. Sega, bidejḱi meǵu sluqajnite promenlivi Xi−Xn

σ
,

i = 1, 2, ..., n postoi edna linearna vrska

n∑
i=1

Xi −Xn

σ
=

1

σ
(
n∑
i=1

Xi − nXn) = 0,

zakluquvame deka (vidi ja Zabelexka 1.1)

nS
2

n

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi −Xn

σ
)2 ∼ χ2

n−1. (3.11)
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v) Definirame Y = (Y1, Y2, ..., Yn) so

Yk = Xk −Xn, k = 1, 2, ..., n− 1, Yn = Xn.

Togax, postoi nesingularna matrica M taka xto

Y = MX,

kade X = (X1, X2, ..., Xn) e sluqaen vektor od nezavisni i ednakvo raspredeleni
sluqajni promenlivi so normalni raspredelbi. Sledi deka i Y e sluqaen
vektor koj ima n-dimenzionalna normalna raspredelba.

Sega, za k = 1, 2, ..., n− 1 imame

cov(Yk, Yn) = E(YkYn)− E(Yk)E(Yn) = E(YkXn)− E(Xk −Xn)E(Xn) = E(YkXn) =

= E((Xk −Xn)Xn) = E(XkXn −X
2

n) =
1

n

n∑
i=1

E(XkXi)− E(X
2

n) =

=
1

n
((n− 1)m2 + (σ2 +m2))− (

σ2

n
+m2) = 0,

od kade sledi deka Yn = Xn ne zavisi od Y1, Y2, ..., Yn−1. Potoa,

nS
2

n =
n∑
k=1

(Xk −Xn)2 =
n−1∑
k=1

Y 2
k + (Xn −Xn)2 =

n−1∑
k=1

Y 2
k + (

n−1∑
k=1

Yk)
2,

xto znaqi deka S
2

n zavisi samo od Y1, Y2, ..., Yn−1 za koi prethodno poka�avme
deka se nezavisni od Yn = Xn. Znaqi, Xn i S

2

n se nezavisni sluqajni promen-
livi, xto trebaxe da se doka�e.

Teorema 3.4. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X koe
ima N (m,σ2) raspredelba. Togax, sluqajnata promenliva

Xn −m
Sn

√
n− 1 ∼ tn−1.

Dokaz. Od Teorema 3.3 v), sledi deka sluqajnite promenlivi Xn i S
2

n se

nezavisni. Togax, nezavisni se i sluqajnite promenlivi nS
2
n

σ2 i Xn−m
σ/
√
n
. Od

druga strana zaradi (3.10) i Svojstvo 1.4 imame deka

Xn − µ
σ/
√
n
∼ N (0, 1). (3.12)
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Sega, od (3.11) i (3.12), spored Svojstvo 1.10, imame deka

Xn−µ
σ/
√
n√

nS
2
n

σ2 /(n− 1)

=
Xn − µ
Sn

√
n− 1 ∼ tn−1, (3.13)

xto trebaxe da se poka�e.

Teorema 3.5. Neka se dadeni dva nezavisni primeroci, prviot (X1, X2, ..., Xn)
koj odgovara na obele�jeto X ∼ N (mX , σ

2) i vtoriot (Y1, Y2, ..., Yk) koj odgovara
na obele�jeto Y ∼ N (mY , σ

2). Togax,

a) Sluqajnata promenliva Xn−mX
σ

ima N (0, 1
n
) raspredelba,

b) Sluqajnata promenliva Y k−mY
σ

ima N (0, 1
k
) raspredelba,

v) Sluqajnite promenlivi nS
2
Xn

σ2 ∼ χ2
n−1 i kS

2
Y k

σ2 ∼ χ2
k−1,

g) Sluqajnata promenliva Xn−mX
σ
− Y k−mY

σ
ima N (0, 1

n
+ 1

k
) raspredelba,

d) Sluqajnata promenliva 1
σ2 (nS

2

Xn + kS
2

Y k) ima χ2
n+k−2 raspredelba od kade

sleduva deka

(Xn −mX)− (Y k −mY )√
nS

2

Xn + kS
2

Y k

√
nk

n+ k
(n+ k − 2) ∼ tn+k−2.

Dokaz. a)-v) sledat direktno od Teorema 3.3, g) sledi od Svojstvo 1.6.
d) Od v) i Svojstvo 1.7 sledi deka

nS
2

Xn

σ2
+
kS

2

Y k

σ2
∼ χ2

(n−1)+(k−1) ≡ χ2
n+k−2,

potoa od g) sledi deka

Xn−mX
σ
− Y k−mY

σ√
1
n

+ 1
k

∼ N (0, 1),

i koneqno od Svojstvo 1.10 (definicija na studentova raspredelba) imame
Xn−mX

σ
−Y k−mY

σ√
1
n

+ 1
k√

nS
2
Xn
σ2

+
kS

2
Y k
σ2

n+k−2

∼ tn+k−2,

od kade sledi baranoto tvrdeǌe.
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Teorema 3.6. Neka se dadeni dva nezavisni primeroci, prviot (X1, X2, ..., Xn)
koj odgovara na obele�jeto X ∼ N (mX , σ

2
X) i vtoriot (Y1, Y2, ..., Yk) koj odgovara

na obele�jeto Y ∼ N (mY , σ
2
Y ). Togax, sluqajnata promenliva

n(k − 1)σ2
Y S

2

Xn

k(n− 1)σ2
XS

2

Y k

∼ Fn−1,k−1.

Dokaz. Od Teorema 3.5 v) sledi deka nS
2
Xn

σ2 ∼ χ2
n−1 i kS

2
Y k

σ2 ∼ χ2
k−1, i od nivnata

nezavisnost, spored Svojstvo 1.11 (definicija na Fixerova raspredelba)
imame

nS
2
Xn

σ2
X
/(n− 1)

kS
2
Y k

σ2
Y
/(k − 1)

∼ Fn−1,k−1,

od kade sledi baranoto tvrdeǌe.

Pri golemi vrednosti na obemot n na primerokot (X1, X2, ..., Xn) koj odgo-
vara na proizvolno obele�je X so koneqni matematiqko oqekuvaǌe m i dis-
perzija σ2, raspredelbata na sredinata na primerokot Xn se stremi kon
raspredelbata na sredinata na primerokot koj odgovara na obele�je so nor-
malna N (m,σ2) raspredelba. Vo praksa dovolno e da n > 30 pa da se koristi
rezultatot od slednata teorema.

Teorema 3.7. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X so
koneqni matematiqko oqekuvaǌe EX = m < +∞ i disperzija DX = σ2 < +∞.
Togax,

Xn
s.s.−→ m, n→∞,

√
n
σ

(Xn −m)
dist.−→ N (0, 1), n→∞.

Dokaz. Prvoto tvrdeǌe, Xn
s.s.−→ m, n → ∞, sledi od zakonot na golemite

broevi. Vtoroto tvrdeǌe,
√
n
σ

(Xn −m)
dist.−→ N (0, 1), n→∞, sledi od Central-

nata graniqna teorema.
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Ocenuvaǌe na parametri

4.1 Toqkasti ocenuvaqi
Neka obele�jeto X ima funkcija na raspredelba F koja pripaǵa na famili-
ijata dopustlivi funkcii na raspredelbi

P = {F (x, θ) : θ ∈ Θ},

kade θ e vektorot od nepoznati parametri i Θ e prostorot od parametri (vidi
Primer 3.1-3.3). Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto
X. Eden naqin za ocenuvaǌe na vrednosta na nepoznatiot parametar θ e so
pomox na toqkasti ocenuvaqi.

Definicija 4.1. Neka θ̂ = U(X1, X2, ..., Xn) e statistika koja kako funkcija
ne zavisi od ocenuvaniot parametar ili drugi nepoznati parametri, tuku
zavisi samo od sluqajnite promenlivi od primerokot i poznati konstanti,
i pri toa za sekoja realizacija (x1, x2, ..., xn) na primerokot (X1, X2, ..., Xn)

va�i U(x1, x2, ..., xn) ∈ Θ. Togax, velime deka θ̂ e toqkast ocenuvaq ili samo
ocenuvaq za nepoznatiot parametar θ.

Sekoja vrednost U(x1, x2, ..., xn) koja se dobiva za konkretna realizacija
(x1, x2, ..., xn) na primerokot (X1, X2, ..., Xn) se narekuva toqkasta ocenka ili
samo ocenka za nepoznatiot parametar θ.

Primer 4.1. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X
koe ima N (m,σ2) raspredelba. Statistikata Xn = 1

n

∑n
i=1Xi mo�e da se zeme

za ocenuvaq na parametarot m, no ne mo�e da bide ocenuvaq za σ2 zatoa xto
prostorot od parametri za σ2 se sostoi od pozitivni broevi, dodeka Xn mo�e
da primi i negativna vrednost za konkretna realizacija na primerokot. No
zato statistikata S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2 mo�e da bide ocenuvaq za σ2.
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Eden naqin za dobivaǌe na ocenuvaqi e so principot na zamena koj pret-
postavuva deka nepoznatiot parametar θ mo�e da se pretstavi vo oblik na
funkcional od funkcijata na raspredelba F na obele�jeto X, t.e. θ = θ(F ).
Na primer, ako matematiqkoto oqekuvaǌe m = EX e nepoznatiot parametar
koj sakame da go ocenime, mo�e da go zapixeme kako funkcional od F na
sledniot naqin

m(F ) =

∫ ∞
−∞

xdF (x).

Togax, zavisnosta na θ od funkcijata na raspredelba F ni sugerira deka
problemot na naoǵaǌe na ocenuvaq za θ mo�e da se svede na naoǵaǌe na dobar
ocenuvaq F̂ na F i potoa da se zameni ovoj ocenuvaq na mestoto od F i na toj
naqin bi se dobil ocenuvaq za θ, θ̂ = θ(F̂ ). Principot na zamena podrazbira za
ocenuvaq na F da se zeme empiriskata funcija na raspredelba na primerokot
Fn (vidi Definicija 3.1), t.e. F̂ = Fn.

Primer 4.2. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X
koe ima funkcija na raspredelba F . So principot na zamena ocenuvaq za
matematiqkoto oqekuvaǌe na X, m(F ) =

∫∞
−∞ xdF (x) e

m̂ = m(F̂ ) =

∫ ∞
−∞

xdF̂ (x) =
1

n

n∑
i=1

Xi = Xn,

ocenuvaq za disperzijata na X, σ2(F ) =
∫∞
−∞ x

2dF (x)−
( ∫∞
−∞ xdF (x)

)2

e

σ̂2 = σ2(F̂ ) =

∫ ∞
−∞

x2dF̂ (x)−
(∫ ∞
−∞

xdF̂ (x)
)2

=
1

n

n∑
i=1

X2
i −

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)2

= S
2

n.

I pokraj faktot deka empiriskata funkcija na raspredelba na primerokot
Fn ramnomerno konvergira skoro sigurno kon funkcijata na raspredelba F na
obele�jeto X (Centralna teorema na matematiqkata statistka, Teorema 3.2),
ne mo�e da se ka�e deka Fn e dobar ocenuvaq za F . Na primer, Fn sekogax ima
diskretna raspredelba i ako vistinskata raspredelba na F e neprekinata,
togax Fn nema da mo�e da opfati odredeni osobini na F . Taka, ako sakame da
ja ocenime gustinata na raspredelba p na obele�jeto X, togax ja koristime
vrskata meǵu gistinata na raspredelba i finkcijata na raspredelba, t.e.

F (x) =

∫ x

−∞
p(u)du,

pa prirodno se nametnuva da ocenuvaqot p̂ za gustinata p dobien so principot
na zamena go zadovoluva ravenstvoto

F̂ (x) =

∫ x

−∞
p̂(u)du,
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no takov ocenuvaq ne postoi zatoa xto F̂ = Fn e skalesta funkcija. Vo toj
sluqaj se primenuva ”poglatok” ocenuvaq za F i za nego se primenuva prin-
cipot na zamena.

Isto taka mo�e da se sluqi ocenuvaqot dobien so principot na zamena i vo
sluqaj koga ne se raboti za neprekinato obele�je X da ne mo�e eksplicitno
da se definira.

Primer 4.3. Neka θ(F ) go zadovoluva ravenstvoto∫ ∞
−∞

g(x, θ(F ))dF (x) = 0,

za nekoja funkcija g(x, u). Togax, ocenuvaqot dobien so principot na zamena
θ̂ = θ(F̂ ), kade F̂ = Fn go zadovoluva ravenstvoto∫ ∞

−∞
g(x, θ(F ))dF̂ (x) =

1

n

n∑
i=1

g(Xi, θ̂) = 0.

Pa, vo ovoj sluqaj θ̂ ne e zadol�itelno eksplicitno definiran.

4.1.1 Nepristrasni ocenuvaqi
Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X koe ima funkcija
na raspredelba F koja pripaǵa na familijata dopustlivi raspredelbi P =

{F (x, θ) : θ ∈ Θ}. Neka θ̂ = U(X1, X2, ..., Xn) e ocenuvaq za parametarot θ.
Idealno sakame raspredelbata na θ̂ da bide koncentrirana vo okolina na

vistinskata vrednost na ocenuvaniot parametar θ. Postojat nekolku ednos-
tavni merki za kvalitetot na eden ocenuvaq bazirani na negovata raspre-
delba. Prvata merka e pristrasnosta na θ̂, koja e pokazatel dali raspredel-
bata na θ̂ e centrirana okolu θ.

Definicija 4.2. Pristrasnost (bias) na ocenuvaqot θ̂ se definira kako

b(θ̂) = E(θ̂)− θ. (4.1)

Za eden ocenuvaq θ̂ velime deka e nepristrasen (unbiased) ili centriran,
ako b(θ̂) = 0, odnosno ako E(θ̂) = θ.

Primer 4.4. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X so
EX = m i DX = σ2. Togax,

a) statistikata Xn e nepristrasen ocenuvaq za m zatoa xto E(Xn) = m
(vidi Svojstvo 3.1 a)).
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b) statistikata S
2

n ne e nepristrasen ocenuvaq za σ2 zatoa xto E(S
2

n) =
n−1
n
σ2 (vidi Svojstvo 3.1 b)).

v) statistikata S2
n = n

n−1
S

2

n e nepristrasen ocenuvaq za σ2 zatoa xto E(S2
n) =

E( n
n−1

S
2

n) = n
n−1

E(S
2

n) = n
n−1
· (n−1)

n
σ2 = σ2.

Edni od pogolemite problemi povrzani so poimot na nepristrasnost se
tie deka nepristrasnite ocenuvaqi ne postojat sekogax (Primer 4.5) i deka
nepristrasnite ocenuvaqi ne se invarijantni za transformaciite na nepoz-
natite parametri, odnosno ako θ̂ e nepristrasen ocenuvaq za θ i g : Θ → Θ e
nekoe preslikuvaǌe od prostorot na parametri vo samiot sebe, togax ocenu-
vaqot ϑ = g(θ) mo�e da ne e nepristrasen ocenuvaq za θ (Primer 4.6), osven
ako g ne e linearna funkcija (Svojstvo 4.1).

Primer 4.5. Neka obele�jeto X ima P(θ) raspredelba, odnosno

P{X = k} =
θk

k!
e−θ, k = 0, 1, 2, ...,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Togax, vrz osnova na primerok so obem 1
ne mo�e da se definira nepristrasna ocenka za ϑ = 1/θ. Imeno, da pret-
postavime deka statistikata ϑ̂ = U(X1) e nepristrasna ocenka za ϑ. Togax,
za sekoj θ > 0 va�i

1

θ
= E(U(X1)) =

∞∑
k=0

U(k)
θk

k!
e−θ,

od kade dobivame deka eθ =
∞∑
k=0

U(k)
θk+1

k!
. No, od druga strana eθ =

∞∑
k=0

θk

k!
, od

kade zakluquvame deka
∞∑
k=0

U(k)
θk+1

k!
=
∞∑
k=0

θk

k!
, xto ne e mo�no. Znaqi ne postoi

nepristrasen ocenuvaq za ϑ = 1/θ.

Primer 4.6. Neka obele�jeto X ima koneqni EX = m i DX = σ2. Neka
(X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Poka�avme deka
E(Xn) = m i D(Xn) = σ2

n
(Svojstvo 3.1). Od tuka sleduva deka

E(X
2

n) = D(Xn) + E(Xn)2 =
σ2

n
+m2.

Znaqi, Xn e nepristrasen ocenuvaq za m, no X
2

n ne e nepristrasem ocenuvaq
za m2.
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Svojstvo 4.1. Ako θ̂ e nepristrasen ocenuvaq za θ, togax ϑ̂ = aθ̂ + b e nepris-
trasen ocenuvaq za ϑ = aθ + b, kade a i b se poznati konstanti.

Dokaz. Od uslov imame deka E(θ̂) = θ. Pa,

E(ϑ̂) = E(aθ̂ + b) = aE(θ̂) + b = aθ + b = ϑ,

od kade sledi deka ϑ̂ e nepristrasen ocenuvaq za ϑ, xto trebaxe da se poka�e.

Vo sluqaj na golem primerok (koga n → ∞) ima smisla da se zboruva za
asimptotski nepristrasen ocenuvaq.

Definicija 4.3. Ako za ocenuvaqot θ̂n va�i

lim
n→∞

E(θ̂n) = θ (4.2)

togax velime deka toj e asimptotski nepristrasen ocenuvaq.

Ponekogax, samiot oblik na asimptotskiot nepristrasen ocenuvaq dozvo-
luva toj da mo�e da se koregira vo nepristrasen.

Primer 4.7. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X so
EX = m i DX = σ2.

a) Vo Primer 4.4 poka�avme deka statistikata S
2

n ne e nepristrasen ocenu-

vaq za σ2, no bidejḱi E(S
2

n) =
(n− 1)σ2

n
→ σ2, koga n → ∞, sledi deka

S
2

n e asimptotski nepristrasen ocenuvaq za σ2. Negovata korekcija do
nepristrasnost e statistikata S2

n = n
n−1

S
2

n.

b) Ako trgneme od nepristrasniot ocenuvaq S2
n za σ2 i sakame da dobieme

ocenuvaq za σ koj bi go zadr�al svojstvoto za nepristrasnost, nekako
ni se nametnuva idejata deka toa mo�e da bide ocenuvaqot Sn =

√
S2
n.

Meǵutoa, od Teorema 3.3 imame

Y =
(n− 1)S2

n

σ2
∼ χ2

n−1,

od kade sledi deka

E(Sn) =
σ√
n− 1

E(
√
Y ) =

σ√
n− 1

√
2Γ(n/2)

Γ((n− 1)/2)
6= σ

(poka�i!), od kade zakluquvame deka Sn ne e nepristrasen ocenuvaq za
σ (uxte eden primer deka nepristrasnite ocenuvaqi ne se invarijantni
za transformaciite na nepoznatite parametri). No, bidejḱi E(Sn) →
σ, koga n → ∞ (poka�i!), sledi deka Sn e asimptotski nepristrasen
ocenuvaq za σ i toj lesno mo�e da se koregira do nepristrasnost.
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4.1.2 Ocenuvaqi so minimalna disperzija
Postojat sluqai koga vo potraga za podobar ocenuvaq za θ mo�e da odbereme
pristrasen ocenuvaq otkolku nepristrasen, zatoa xto prviot imal pomala
disperzija. Edni od merkite za rasejuvaǌe na raspredelbata na θ̂ okolu θ se
srednata apsolutna grexka (MAE - mean absolute error) i srednata kvadratna
grexka (MSE - mean square error), pogodni za sporedba na razliqni ocenuvaqi
za θ.

Definicija 4.4. Sredna apsolutna grexka (MAE) na ocenuvaqot θ̂ se defi-
nira kako

MAE(θ̂) = E|θ̂ − θ|. (4.3)

Definicija 4.5. Sredna kvadratna grexka (MSE) na ocenuvaqot θ̂ se defi-
nira kako

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2. (4.4)

Bidejḱi sakame θ̂ da bide blizu do θ, prirodno e da prifatime ocenuvaq
so pomala vrednosti za MAE ili MSE. Pri sporedbi na razliqni ocenuvaqi
na θ obiqno poveḱe se koristi MSE otkolku MAE. Ova se dol�i na slednata
dekompozicija na MSE(θ̂),

MSE(θ̂) = E(θ̂2)− 2θE(θ̂) + θ2 − E(θ̂)2 + E(θ̂)2 = D(θ̂) + (b(θ̂))2. (4.5)

Za nepristrasen ocenuvaq θ̂ za parametarot θ imame deka MSE(θ̂) = D(θ̂).
Qesto va�i toa deka raspredelbata na eden ocenuvaq θ̂ e pribli�no nor-

malna so matematiqko oqekuvaǌe θ i disperzija σ2(θ)/n. Vo tie sluqai, dis-
perzijata se aproksimira dobro so MSE(θ̂), bidejḱi komponentata na dis-
perzija na MSE e mnogu pogolema otkolku komponentata na pristrasnost (vo
ravenstvoto (4.5)), pa zatoa MSE(θ̂) ≈ D(θ̂). No, isto taka va�no e da se
zabele�i deka MSE na eden ocenuvaq mo�e da bide beskoneqna duri i koga
negovata raspredelba e pribli�no normalna.

Definicija 4.6. Neka θ̂ = U(X1, X2, ..., Xn) i θ̃ = V (X1, X2, ..., Xn) se ocenuvaqi
za parametarot θ. Togax, velime deka ocenuvaqot θ̂ e podobar ocenuvaq od
θ̃, ako za sekoj θ ∈ Θ va�i MSE(θ̂) < MSE(θ̃).

Zaradi diskusijata po ravenstvoto (4.5), vo sluqaj na nepristrasni ocenu-
vaqi, prethodnata definicija mo�e da se zapixe vo sledniot oblik.

Definicija 4.6a. Neka θ̂ = U(X1, X2, ..., Xn) i θ̃ = V (X1, X2, ..., Xn) se dva
nepristrasni ocenuvaqi za parametarot θ. Togax, velime deka ocenuvaqot θ̂
e podobar ocenuvaq od θ̃, ako za sekoj θ ∈ Θ va�i D(θ̂) < D(θ̃).

Irena Stojkovska



4. Ocenuvaǌe na parametri 73

Primer 4.8. Neka obele�jeto X ima P(θ) raspredelba, kade θ > 0 e nepoznat
parametar. Togax, statistikite Xn i S2

n se nepristrasni ocenuvaqi za θ
(poka�i!). Za nivnite disperzii imame

D(Xn) =
θ

n
, D(S2

n) =
θ

n(n− 1)2
(n2(2θ + 1)− 2n(θ + 1) + 1)

(poka�i!), od kade se gleda deka za sekoj n ∈ N i sekoj θ > 0 va�i D(Xn) <
D(S2

n) (poka�i!), znaqi Xn e podobar ocenuvaq za θ od S2
n.

Se postavuva praxaǌeto dali vo klasata na nepristrasni ocenuvaqi za
nekoj parametar θ postoi ocenuvaq qija disperzija ne e pogolema od istata
kaj ostanatite nepristrasni ocenuvaqi od klasata. Imeno, takov ocenuvaq
ne sekogax postoi, no ako postoi togax e edinstven so verojatnost 1.

Definicija 4.7. Neka so N (θ) ja oznaqime klasata od site nepristrasni
ocenuvaqi za parametarot θ. Ocenuvaqot θ̂ ∈ N (θ) za koj va�i

D(θ̂) ≤ D(θ̃), za sekoj θ ∈ Θ i θ̃ ∈ N (θ)

velime deka e nepristrasen ocenuvaq so minimalna disperzija.

Teorema 4.1. Neka θ̂ = U(X1, X2, ..., Xn) i θ̃ = V (X1, X2, ..., Xn) se dva ocenuvaqi
za θ so minimalna disperzija. Togax, za sekoj θ ∈ Θ va�i P{θ̂ = θ̃} = 1.

Dokaz. Oznaquvame so d = Dθ̂ = Dθ̃ i θ = (θ̂ + θ̃)/2. Ḱe poka�eme deka θ e
ocenuvaq za θ so minimalna disperzija. Od

E(θ) = E((θ̂ + θ̃)/2) = (E(θ̂) + E(θ̃))/2 = (θ + θ)/2 = θ,

znaqi θ e nepristrasen ocenuvaq za θ. Potoa, bidejḱi d e minimalnata dis-
perzija za eden ocenuvaq za θ sledi deka

D(θ) ≥ d. (4.6)

Od druga strana,

D(θ) = D(
θ̂ + θ̃

2
) =

1

4
(Dθ̂ + 2cov(θ̂, θ̃) +Dθ̃) ≤

≤ 1

4
(Dθ̂ + 2

√
θ̂ · θ̃ +Dθ̃) =

1

4
(d+ 2

√
d · d+ d) = d,

xto znaqi
D(θ) ≤ d. (4.7)
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Od (4.6) i (4.7) imame deka D(θ) = d i va�i ravenstvo vo (4.7), od kade imame
deka cov(θ̂, θ̃) = d, i zatoa

D(θ̂ − θ̃) = Dθ̂ − 2cov(θ̂, θ̃) +Dθ̃ = d− 2d+ d = 0.

Od poslednoto ravenstvo imame deka P{θ̂ − θ̃ = c} = 1 za nekoja konstanata c.
Od Eθ̂ = Eθ̃ = θ sledi deka c = 0, pa P{θ̂ = θ̃} = 1, xto trebaxe da se doka�e.

4.1.3 Konzistentni ocenuvaqi

Neka θ̂n = U(X1, X2, ..., Xn) e ocenuvaq za parametarot θ. Po�elno e raspre-
delbata na θ̂n da se koncentrira okolu vistinskata vrednost na parametarot
θ so zgolemuvaǌe na n. Ova svojstvo na ocenuvaqot θ̂n e poznato kako konzis-
tentnost.

Definicija 4.8. Ocenuvaqot θ̂n velime deka e konzistenten ocenuvaq ili
stabilen ocenuvaq za θ, ako za sekoj ε > 0,

lim
n→∞

P{|θ̂n − θ| < ε} = 1, (4.8)

xto znaqi deka θ̂n
P→ θ.

Da zabele�ime deka indeksot n vo θ̂n ja istaknuva ulogata na goleminata
n na primerokot.

Primer 4.9. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X so
koneqni EX = m i DX = σ2. Togax, nepristrasniot ocenuvaq S2

n za σ2 e i
konzistenten ocenuvaq za σ2 (poka�i!).

Svojstvo 4.2. Neka θ̂n = U(X1, X2, ..., Xn) e konzistenten ocenuvaq za θ i {cn} e
niza realni broevi taka xto limn→∞ cn = 0. Togax, i ocenuvaqot θ̃n = θ̂n + cn =
U(X1, X2, ..., Xn) + cn e konzistenten ocenuvaq za θ.

Dokaz. Neka ε, η > 0. Od θ̂n
P→ θ i limn→∞ cn = 0, imame deka ∃n0, taka xto

∀n ≥ n0,
P{|θ̂n − θ| < ε/2} > 1− η, (4.9)

|cn| < ε/2. (4.10)

Da zabele�ime deka

|θ̃n − θ| = |θ̂n + cn − θ| ≤ |θ̂n − θ|+ |cn|. (4.11)
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Togax, ako |θ̂n−θ| < ε/2, od (4.10) i (4.11) ḱe sledi deka |θ̃n−θ| < ε/2+ε/2 = ε.
Znaqi,

P{|θ̂n − θ| < ε/2} ≤ P{|θ̃n − θ| < ε} ≤ 1. (4.12)

Sega, od (4.9) i (4.12) sledi θ̃n
P→ θ, xto trebaxe da se doka�e.

Vo sluqaj koga ocenuvaqot θ̂n ima ograniqena disperzija, negovata konzis-
tentnost mo�e da se proveri so pomox na osnovniot oblik na neravenstvoto
na Qebixev, odnosno

P{|θ̂n − θ| < ε} = P{|θ̂n − θ|2 < ε2} ≥ 1− E(θ̂n − θ)2

ε2
= 1− MSE(θ̂n)

ε2
.

Sledstveno, ako MSE(θ̂n)→ 0 togax va�i (4.8). Potoa, koristejḱi ja dekom-
pozicijata (4.5) za θ̂ = θ̂n, se dobiva deka MSE(θ̂n) → 0 ako D(θ̂n) → 0 i
b(θ̂n) → 0. Zakluquvame deka vo sluqajot koga θ̂n ima ograniqena disperzija,
negovata konzistentnost mo�e da se proveri so proverka na slednite uslovi

(a) lim
n→∞

E(θ̂n) = θ, (b) lim
n→∞

D(θ̂n) = 0. (4.13)

Imeno, va�i slednata teorema.

Teorema 4.2. Neka θ̂n = U(X1, X2, ..., Xn) e ocenuvaq za koj va�at uslovite
(4.13). Togax, θ̂n e konzistenten ocenuvaq za θ.

Konzistentnosta bazirana na uslovite (4.13) ponekogax se narekuva sredno-
kvadratna konzistentnost.

Definicija 4.9. Ocenuvaqot θ̂n se narekuva silno konzistenten ocenuvaq
za θ, ako

P{ lim
n→∞

θ̂n = θ} = 1, (4.14)

xto znaqi deka θ̂n
s.s.−→ θ.

Primer 4.10. Spored Teorema 3.1 imame deka empiriskata funkcija na ras-
predelba na primerokot Fn e silno konzistenten ocenuvaq za funkcijata na
raspredelba F na obele�jeto X. Od tamu i opravduvaǌeto na idejata za
principot na zamena kako metod za naoǵaǌe na ocenuvaqi.
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4.1.4 Najefikasni ocenuvaqi
Opxtiot kriterium za sporeduvaǌe na ocenuvaqi za ist nepoznat parametar θ
se temeli vrz sporedbata na nivnite sredno kvadratni grexki (MSE), odnosno
nivnite disperzii dokolku tie se nepristrasni ocenuvaqi (Definicija 4.6-
4.6a). Podobriot ocenuvaq se smeta za poefikasen ocenuvaq. Zatoa, pri-
rodno se nametnuva zadaqata da se najde (ako postoi) najefikasen ocenuvaq
meǵu site nepristrasni ocenuvaqi, odnosno ocenuvaqot so najmala disperzija
ili barem da se odredi dolnata granica za vrednostite na disperzijata na
site mo�ni nepristrasni ocenuvaqi za parametarot θ. Postoeǌeto na takov
ocenuvaq se razgleduva pri odrdedeni uslovi za regularnost.

Neka P = {p(x, θ) : θ ∈ Θ} e dopustliva familija od raspredelbi za obele�-
jeto X, kade p(x, θ) e dopustliva gustina na raspredelba (ako X e neprekinato
obele�je) ili dopustliva raspredelba na verojatnost (ako X e diskretno
obele�je). Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X.
Funkcijata

L(x, θ) = p(x1, θ)p(x2, θ)...p(xn, θ), x = (x1, x2, ..., xn), θ ∈ Θ, (4.15)

se narekuva funkcija na podobnost. So nea (pri fiksirana vrednost na θ)
e odredena raspredelbata na primerokot (X1, X2, ..., Xn).

Definicija 4.10. Neka f : Θ → R. Ocenuvaqot U = U(X1, X2, ..., Xn) e regu-
laren ocenuvaq za f(θ) ako va�at slednite uslovi za regularnost:

(i) mno�estvoto A = {x = (x1, x2, ..., xn) : L(x, θ) > 0} ne zavisi od θ,

(ii) za site x ∈ A, L(x, θ) e diferencijabilna po θ,

(iii) mo�e da se diferencira (po θ) pod integralot
∫
Rn L(x, θ)dx, odnosno pod

sumata
∑

x∈Rn L(x, θ),

(iv) mo�e da se diferencira (po θ) pod integralot
∫
Rn U(x)L(x, θ)dx, odnosno

pod sumata
∑

x∈Rn U(x)L(x, θ),

(v) funkcijata f : Θ→ R e diferencijabilna.

Teorema 4.3 (Teorema na Rao-Kramer). Neka X = (X1, X2, ..., Xn) e primerok
i U = U(X1, X2, ..., Xn) e nepristrasen regularen ocenuvaq za f(θ) i neka U ima
koneqen vtor moment. Togax, za sekoj θ ∈ Θ va�i

D(U) ≥ (f ′(θ))2

E( ∂
∂θ

lnL(X, θ))2
= D0. (4.16)

Ravenstvo va�i ako i samo ako ∂
∂θ

lnL(X, θ) = h(θ)(U − f(θ)), za nekoja funkcija
h : Θ→ R.
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Dokaz. Bidejḱi L(x, θ) e funkcija na podobnost i U e nepristrasen ocenuvaq
za f(θ), sledi deka za sekoj θ ∈ Θ va�at slednite ravenstva∫

Rn
L(x, θ)dx = 1 i

∫
Rn
U(x)L(x, θ)dx = f(θ). (4.17)

Ako ravenstvata (4.17) gi diferencirame po θ i koristejḱi gi uslovite za
regularnost ḱe dobieme

0 =
∂

∂θ

∫
Rn
L(x, θ)dx =

∫
Rn

∂L

∂θ
dx =

∫
Rn

(
1

L

∂L

∂θ
)Ldx =

∫
Rn

∂ lnL

∂θ
Ldx, (4.18)

f ′(θ) =
∂

∂θ

∫
Rn
U(x)L(x, θ)dx =

∫
Rn
U
∂L

∂θ
dx =

∫
Rn
U
∂ lnL

∂θ
Ldx. (4.19)

Od (4.18) i (4.19) imame

f ′(θ) =

∫
Rn
U
∂ lnL

∂θ
Ldx =

=

∫
Rn
U
∂ lnL

∂θ
Ldx− f(θ)

∫
Rn

∂ lnL

∂θ
Ldx =

=

∫
Rn

(U − f(θ))
∂ lnL

∂θ
Ldx.

Od nepristrasnosta na U i (4.18) imame deka E(U − f(θ)) = 0 i E(∂ lnL
∂θ

) = 0,
pa zatoa

(f ′(θ))2 =
(∫

Rn
(U − f(θ))

∂ lnL

∂θ
Ldx

)2

≤

≤
∫
Rn

(U − f(θ))2Ldx ·
∫
Rn

(
∂ lnL

∂θ
)2Ldx = DU · E(

∂ lnL

∂θ
)2.

Znaqi,

DU ≥ (f ′(θ))2

E(∂ lnL
∂θ

)2

t.e. va�i (4.16), xto trebaxe da se poka�e.

Neravenstvoto (4.16) e poznato kako neravenstvo na Rao-Kramer. Pri
toa va�i

E(
∂

∂θ
lnL(X, θ))2 = n I(θ), (4.20)

kade
I(θ) = E(

∂

∂θ
ln p(x, θ))2, (4.21)

e informacija na Fixer.
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Definicija 4.11. Regularniot nepristrasen ocenuvaq U za f(θ) e najefikasen
ako D(U) = D0, odnosno ako za negovata disperzija va�i ravenstvo vo ner-
avenstvoto na Rao-Kramer.

Definicija 4.12. Neka U e regularen nepristrasen ocenuvaq za f(θ) so koneqna
disperzija, togax koliqnikot

e(U) =
D0

D(U)

se narekuva efkasnost na ocenuvaqot U .

Jasno e deka va�i 0 ≤ e(U) ≤ 1. Za najefikasen ocenuvaq U va�i e(U) = 1.
Ako limn→∞ e(Un) = 1, togax za ocenuvaqot Un velime deka e asimptotski
najefikasen ocenuvaq.

Primer 4.11. Neka X = (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto
X ∼ N (θ, σ2), kade θ > 0 e nepoznat parametar, dodeka σ2 e poznat parametar.
Nepoznatiot parametar go ocenuvame so sredinata na primerokot Xn. Va�at
uslovite za regularnost (poka�i!). Da ispitame dali za ovoj ocenuvaq va�i
ravenstvo vo neravenstvoto na Rao-Kramer. Imame,

L(X, θ) =
( 1

2πσ2

)n/2
exp

{
− 1

2σ2

( n∑
i=1

X2
i − 2θ

n∑
i=1

Xi + nθ2
)}
,

od kade se dobiva deka

lnL(X, θ) = −n
2

ln(2πσ2)− 1

2σ2

( n∑
i=1

X2
i − 2θ

n∑
i=1

Xi + nθ2
)
,

∂

∂θ
lnL(X, θ) = − 1

2σ2

(
− 2

n∑
i=1

Xi + 2nθ
)

=
n

σ2
(Xn − θ),

E
( ∂
∂θ

lnL(X, θ)
)2

=
n2

σ4
E(Xn − θ)2 =

n2

σ4
E(X

2

n − 2θXn + θ2).

Bidejḱi E(Xn) = θ i D(Xn) = σ2

n
, sledi deka E(X

2

n) = σ2

n
+ θ2. Zatoa,

E
( ∂
∂θ

lnL(x, θ)
)2

=
n2

σ4
· (σ

2

n
+ θ2 − 2θ2 + θ2) =

n

σ2
.

Funkcijata f(θ) = θ (vo neravenstvoto na Rao-Kramer), pa zatoa f ′(θ) = 1, i

D0 =
(f ′(θ))2

E( ∂
∂θ

lnL(X, θ))2
=

1
n
σ2

=
σ2

n
= D(Xn),

od kade zakluquvame deka Xn e najefikasen ocenuvaq za θ.
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Od Teorema 4.1 sledi slednoto svojstvo za edinstvenost na najefikasen
ocenuvaq.

Svojstvo 4.3. Najefikasniot ocenuvaq za f(θ), ako postoi, e edinstven so vero-
jatnost 1.

Dokaz. Neka U i V se dva najefikasni ocenuvaqi za f(θ), togax tie se nepris-
trasni ocenuvaqi za f(θ) i DU = DV = D0, kade D0 e definirano so (4.16).
Znaqi, U i V se ocenuvaqi so minimalna disperzija, pa od Teorema 4.1 sledi
deka P{U = V } = 1, xto trebaxe da se doka�e.

Od Teorema 4.3 sledi slednoto svojstvo za linearna zavisnost meǵu dve
funkcii f(θ) i g(θ), ako postojat najefikasni ocenuvaqi za dvete od niv.

Svojstvo 4.4. Ako pomeǵu funkciite f(θ) i g(θ) ne postoi linearna zavisnost,
togax mo�e da postoi najefikasen ocenuvaq za samo edna od niv.

Dokaz. Neka U e najefikasen ocenuvaq za f(θ) i V e najefikasen ocenuvaq za
g(θ). Togax, od Teorema 4.3 sledi deka

∂

∂θ
lnL(X, θ) = h1(θ)(U − f(θ)),

∂

∂θ
lnL(X, θ) = h2(θ)(V − g(θ)),

od kade
h1(θ)(U − f(θ)) = h2(θ)(V − g(θ)),

odnosno
h1(θ)U − h2(θ)V − h1(θ)f(θ) + h2(θ)g(θ) = 0,

pa U i V se linearno zavisni.

4.2 Dovolni statistiki
Neka P = {F (x, θ) : θ ∈ Θ} e familijata od dopustlivi raspredelbi za obele�-
jeto X, i neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Neka
L(x, θ) e raspredelbata na primerokot (X1, X2, ..., Xn), odnosno funkcijata na
podobnost.

Celta ni e da najdeme statistika U = U(X1, X2, ..., Xn) koja sodr�i ista
informacija za nepoznatiot parametar θ kako i primerokot (X1, X2, ..., Xn),
odnosno pri ocenuvaǌe na nepoznatiot parametar so pomox na taa statistika
da ne izgubime del od informacijata koja so sebe ja nosi primerokot. Vo
prilog na ova razmisluvaǌe e poimot za dovolnost.
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Prv koj ja vovel dovolnosta e Fixer (1920) pri ocenuvaǌe na disperzi-
jata σ2 kaj obele�je X ∼ N (m,σ2). Toj ja ocenuval σ2 vrz baza primerokot
(X1, X2, ..., Xn) so pomox na statistikite

U1 =
n∑
i=1

|Xi −Xn| i U2 =
n∑
i=1

(Xi −Xn)2,

kade Xn e sredinata na primerokot (X1, X2, ..., Xn). Poka�al deka uslovnata
raspredelba na U1 pri uslov U2 = t ne zavisi od parametarot σ2, dodeka
uslovnata raspredelba na U2 pri uslov U1 = t zavisi od σ2. So toa, toj zak-
luqil deka seta informacija za σ2 od primerokot e sodr�ana vo statistikata
U2, xto znaqi deka ocenuvaǌeto na σ2 so U1 mo�e da se podobri so koristeǌe
na informacijata vo U2, dodeka ocenuvaǌeto so U2 ne mo�e da bide podobreno
koristejḱi se so U1. Znaqi, ocenuvaǌeto na σ2 treba da bide bazirano na U2.

Definicija 4.13. Statistika U = U(X1, X2, ..., Xn) e dovolna statistika za
parametarot θ, ako za sekoj θ ∈ Θ uslovnata raspredelba na primerokot
(X1, X2, ..., Xn) pri uslov U = t t.e. L(x, θ|U = t) ne zavisi od θ.

Primer 4.12. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto
X ∼ B(m, θ), kade 0 < θ < 1 e nepoznat parametar. Togax, raspredelbata
na primerokot (X1, X2, ..., Xn) e

L(x, θ) = P ((X1, ..., Xn) = (x1, ..., xn)) =
n∏
i=1

(
m

xi

)
θxi(1− θ)m−xi ,

za xi ∈ {0, 1, ...,m}, i = 1, 2, ..., n. Da proverime dali statistikata U = X1 +X2 +
...+Xn e dovolna statistika za θ. Od nezavisnosta na X1, X2, ..., Xn sledi deka
U ∼ B(nm, θ).

Neka (x1, ..., xn) e proizvolen element od domenot i neka t = x1 + ... + xn.
Togax, uslovnata raspredelba na primerokot pri uslov U = t e slednata.

P ((X1, ..., Xn) = (x1, ..., xn)|U = t) =
P ((X1, ..., Xn) = (x1, ..., xn), U = t)

P (U = t)
=

=
P ((X1, ..., Xn) = (x1, ..., xn), X1 + ...+Xn = x1 + ...+ xn)

P (U = t)
=

=
P ((X1, ..., Xn) = (x1, ..., xn))

P (U = t)
=

∏n
i=1

(
m
xi

)
θxi(1− θ)m−xi(

nm
t

)
θt(1− θ)nm−t

=

=

(∏n
i=1

(
m
xi

))
θx1+...+xn(1− θ)nm−(x1+...+xn)(
nm
t

)
θt(1− θ)nm−t

=

∏n
i=1

(
m
xi

)(
nm
t

) ,
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xto znaqi ne zavisi od θ. Vo sluqaj koga t 6= x1 + ...+xn imame deka uslovnata
raspredelba e 0, pa trivijalno sledi deka ne zavisi od θ. Znaqi, spored
definicijata za dovolna statistika, zakluquvame deka U = X1 + ... + Xn e
dovolna statitika za θ.

Proverkata so pomox na definicijata dali edna statistika e dovolna
naiduva na problem pri naoǵaǌe na uslovnata raspredelba posebno koga
obele�jeto X e neprekinato. Postoi poednostaven kriterium za proverka
dali edna statistika e dovolna - Teoremata za faktorizacija.

Teorema 4.4 (Teorema za faktorizacija). Statistika U = U(X1, X2, ..., Xn) e
dovolna statistika za parametarot θ ako i samo ako funkcijata na podobnost
L(x, θ) mo�e da se zapixe vo oblik

L(x, θ) = g(U(x), θ) · h(x),

kade funkcijata h ne zavisi od parametarot θ.

Dokaz. Dokazot ḱe go spovedene za sluqajna promenliva od diskreten tip.
Neka U e dovolna statistika i neka x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn e takov xto
U(x1, x2, ..., xn) = t. Togax,

L(x, θ) = P{(X1, X2, ..., Xn) = x} = P{(X1, X2, ..., Xn) = x, U = t} =

= P{U = t} · P{(X1, X2, ..., Xn) = x | U = t} =

= g(t, θ) · L(x, θ | U = t) = g(U(x), θ) · h(x),

zatoa xto L(x, θ | U = t) ne zavisi od θ.
Neka sega L(x, θ) = g(U(x), θ) · h(x) i neka x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn e takov xto

U(x1, x2, ..., xn) = t. Togax,

L(x, θ | U = t) = P{(X1, X2, ..., Xn) = x | U = t} =

=
P{(X1, X2, ..., Xn) = x U = t}

P{U = t}
=

L(x, θ)∑
y: U(y)=t L(y, θ)

=

=
g(U(x), θ) · h(x)∑

y: U(y)=t g(U(y), θ) · h(y)
=

h(x)∑
y: U(y)=t h(y)

,

ne zavisi od θ, pa seldi deka U e dovolna statistika za θ.
Ako U(x) 6= t, togax P{(X1, X2, ..., Xn) = x | U = t} = 0, i dokazot e trivi-

jalen.
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Primer 4.13. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X ∼
U(0, θ), kade θ > 0 e nepoznat parametar. Da se obideme so kriteriumot za
faktorizacija da najdeme edna dovolna statistika za θ. Raspredelbata na
primerokot (X1, X2, ..., Xn) e

L(x, θ) =
1

θn
, 0 < xi < θ, i = 1, ..., n,

pa taa mo�e da se zapixe kako

L(x, θ) =
1

θn
I{0 < x1 < θ, ..., 0 < xn < θ} =

=
1

θn
I{max

1≤i≤n
xi < θ}I{ min

1≤i≤n
xi > 0} =

= g(max{x1, ..., xn}, θ)h(x),

od kade, spored teoremata za faktorizacija, sledi deka podredenata statis-
tika X(n) = max{X1, ..., Xn} e dovolna statistika za θ.

Spored definicijata za dovolnost, dovolnite statistiki ne se edinstveni.
Se poka�uva deka ako U e dovolna statistika i g e biekcija, togax i g(U) e
dovolna statistika. So ova se potencira pogolemoto znaqeǌe na prostorot
na primerokot induciran od dovolnata statistika U (t.e. prostorot sostaven
od mno�estvata {x : U(x) = t}), otkolku samata dovolna statistika.

Svojstvo 4.5. Ako U = U(X1, X2, ..., Xn) e dovolna statistika za parametarot
θ i g e biekcija, togax i statistikata V = g(U) e dovolna statistika za θ.

Dokaz. Neka U e dovolna statistika za θ. Od Teorema 4.4, sledi deka

L(x, θ) = g(U(x), θ) · h(x).

Neka V = g(U), pri xto g e biekcija. Neka s e inverznata funkcija na g t.e.
U = s(V ). Togax,

L(x, θ) = g(s(V (x)), θ) · h(x) = f1(V (x), θ) · h(x),

pa spored Teorema 4.4 sledi deka V e dovolna statistika za θ.

Dovolnite statistiki ni pomagaat da najdeme nepristrasen ocenuvaq so
pomala disperzija od disperzijata na nekoj daden nepristrasen ocenuvaq,
imeno toj ocenuvaq e funkcija od nekoja dovolna statistika. Isto taka va�i
deka, ako postoi ocenuvaq so minimalna disperzija, togax toj e funkcija od
nekoja dovolna statistika.
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Teorema 4.5. Neka T e dovolna statistika za parametarot θ i U e nepris-
trasen ocenuvaq za θ. Togax, uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe Q(T ) = E(U |T )
e nepristrasen ocenuvaq za θ i za sekoj θ ∈ Θ va�i D(Q(T )) ≤ D(U). Ravenstvo
va�i ako i samo ako P{U = Q(T )} = 1.

Dokaz. Od toa xto T e dovolna statistika za θ sledi deka uslovnata ras-
predelba na U pri uslov T = t ne zavisi od θ, a so toa i E(U |T ) = Q(T ) ne
zavisi od θ i mo�e da se smeta za ocenuvaq za θ. Od nepristrasnosta na U ,
imame

E(Q(T )) = E(E(U |T )) = E(U) = θ,

od kade sledi deka Q(T ) e nepristrasen ocenuvaq za θ. Ponatamu,

D(Q(T )) = D(E(U |T ) ≤ D(U),

a ravenstvo se dostignuva akomi samo ako Q(T ) i U se ocenuvaqi so minimalna
disperzija, xto spored Teorema 4.1 e ekvivalentno so P{U = Q(T )} = 1, xto
trebaxe da se doka�e.

4.3 Metodi za naoǵaǌe na ocenki

4.3.1 Metod na momenti
Neka (X1, X2, ..., Xn) e sluqaen primerok koj odgovara na obele�jeto X so fun-
kcija na raspredelba F koja zavisi od nepoznatite prametri θ1, ..., θr. Se
praxuvame dali mo�e principot na zamena da se primeni pri ocenuvaǌe na
nepoznatite parametri θ1, ..., θr vo eden parametarski model.

Eden pristap (za koj zborevme prethodno) e ako mo�e da se izrazat θ1, ..., θr
kako funkcionali od F , a potoa so zamena na ocenuvaq F̂ na mestoto od F se
dobivaat ocenuvaqi θ̂1, ..., θ̂r za θ1, ..., θr soodvetno.

Obopxtuvaǌe na ovoj pristap e da pri ocenuvaǌe na θ = (θ1, ..., θr) uspeeme
da najdeme r funkcionalni parametri od F , η1(F ), ..., ηr(F ) koi zavisat od θ,
odnosno

ηk(F ) = gk(θ), k = 1, ..., r, (4.22)

kade g1, ..., gr se poznati funkcii. Na ovoj naqin se dobiva sistem od r ravenki
so r nepoznati θ1, ..., θr. Koristejḱi go primcipot na zamena, mo�e da gi ocen-
ime η1(F ), ..., ηr(F ) so η1(F̂ ), ..., ηr(F̂ ) soodvetno. Ako za sekoi η1(F ), ..., ηr(F )

postoi edinstveno rexenie na sistemot (4.22), togax ocenuvaqot θ̂ na θ go
definirame taka da go zadovoluva sistemot

ηk(F̂ ) = gk(θ̂), k = 1, ..., r. (4.23)
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Eden izbor za ηk(F ), k = 1, ..., r e k-tiot moment na obele�jeto X, odnosno
ηk(F ) = E(Xk), k = 1, ..., r. Togax, spored principot na zamena ocenuvaqi
za ηk(F ), k = 1, ..., r se k-tite momenti na primerokot (X1, X2, ..., Xn), odnosno
ηk(F̂ ) = 1

n

∑n
i=1 X

k
i = Zn,k, k = 1, ..., r soodvetno. Zatoa, ovoj metod za naoǵaǌe

na ocenuvaq e poznat kako metod na momenti. Pri toa znaqi, ocenuvaqot θ̂
na θ najden so metodot na momenti go zadovoluva sistemot

Zn,k = gk(θ̂), k = 1, ..., r. (4.24)

Primer 4.14. Neka obele�jeto X ima N (m,σ2), kade m i σ2 se nepoznati
parametri. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na ova obele�je.
Togax, za naoǵaǌe na ocenuvaqi na parametrite m i σ2 so metod na momenti,
prvo go sostavuvame sledniot sistem ravenki po m i σ2.{

E(X) = m
E(X2) = D(X) + (E(X))2 = σ2 +m2

Potoa, spored prinsipot na zamena, E(X) i E(X2) gi zamenuvame so nivnite
ocenuvaqi Zn,1 i Zn,2 soodvetno, dodeka nepoznatite parametri m i σ2 gi za-
menuvame so nivnite ocenuvaqi m̂ i σ̂2 soodvetno. Taka go dobivame sledniot
sistem. {

Zn,1 = m̂

Zn,2 = σ̂2 + m̂2

Rexavajḱi go posledniot sistem po m̂ i σ̂2 gi dobivame ocenuvaqite za m i
σ2 so metod na momenti. Toa se,

m̂ = Zn,1 =
1

n

n∑
i=1

Xi = Xn

σ̂2 = Zn,2 − m̂2 = Zn,2 − Z2
n,1 =

1

n

n∑
i=1

X2
i −

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)2

= S
2

n

So metodot na momenti se dobivaat konzistentni ocenuvaqi za ocenuvan-
ite parametri.

Teorema 4.6. Neka obele�jeto X ima funkcija na raspredelba F koja zavisi
od r nepoznati parametri θ1, ..., θr, neka X ima koneqni momenti mk = E(Xk),
k = 1, ..., r i neka parametrite θ1, ..., θr mo�e da se zapixat kako neprekinati
funkcii od momentite m1, ...,mr, θk = θk(m1, ...,mr), k = 1, ..., r. Togax, ocenuva-
qite θ̂k = θk(Zn,1, ..., Zn,r), k = 1, ..., r dobieni so metodot na momenti se konzis-
tentni ocenuvaqi za parametrite θk, k = 1, ..., r soodvetno.
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Dokaz. Od Zakonot na golemite broevi imame deka ∀ε > 0,

lim
n→∞

P{|Zn,k −mk| < ε} = 1, k = 1, 2, ..., r.

Od neprekinatosta na θk = θk(m1, ...,mr), k = 1, ..., r, imame deka ∀ε > 0, ∃δ > 0,(
|x1 −m1| < δ, ..., |xr −mr| < δ

)
=⇒ |θk(x1, ..., xr)− θk(m1, ..,mr)| < ε, k = 1, ..., r.

Ako stavime xk = Zn,k, k = 1, ..., r dobivame deka

r⋂
k=1

{|Zn,k −mk| < δ} ⊆ {|θ̂k − θk| < ε},

odnosno

{|θ̂k − θk| ≥ ε} ⊆
r⋃

k=1

{|Zn,k −mk| ≥ δ},

od kade

P{|θ̂k − θk| ≥ ε} ≤ P
( r⋃
k=1

{|Zn,k −mk| ≥ δ}
)
≤

r∑
k=1

P{|Zn,k −mk| ≥ δ} → 0,

pa sledi deka θ̂k e konzistenten ocenuvaq za θk, k = 1, ..., r.

4.3.2 Metod na maksimalna podobnost
Kako xto vidovme, so principot na zamena se naoǵaat zadovolitelno dobri
ocenuvaqi za nepoznatite parametri. Kvalitetot na najdenite ocenuvaqi
so principot na zamena mo�e mnogu da varira vo zavisnost od izborot na
ocenuvaqot za funkcijaata na raspredelba F ili izborot na funkcionalnite
parametri od F . Isto taka principot na zamena texko mo�e da se primeni
kaj neednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi od primerokot. Ovie prob-
lemi se na nekoj naqin nadminati so metodot na maksimalna podobnost koj
mnogu qesto naoǵa ne samo zadovolitelno dobri ocenuvaqi, tuku i ocenu-
vaqi so optimalni svojstva. Ocenuvaqot najden so metodot na maksimalna
podobnost se definira taka da ja maksimizita vrednosta na odredena fun-
kcija nareqena funkcija na podobnost. Vsuxnost, ovoj metod se bazira na
eden va�en princip vo statistikata, principot na podobnost, koj veli deka
funkcijata na podobnost gi sodr�i vo sebe site informacii za nepoznatiot
parametar, predmet na ocenuvaǌe.

Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X so raspre-
delba na verojatnost p(x, θ) koja pripaǵa na familijata od dopustlivi raspre-
delbi na verojatnost P = {p(x, θ) : θ ∈ Θ}, kade θ e nepoznat parametar.
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Togax, funkcijata na raspredelba na primerokot (X1, X2, ..., Xn) se narekuva
funkcija na podobnost, se oznaquva so L(x, θ), x = (x1, x2, ..., xn). Vo sluqaj
na prost sluqaen primerok, imame

L(x, θ) = p(x1, θ)p(x2, θ)...p(xn, θ), x = (x1, x2, ..., xn), θ ∈ Θ. (4.25)

Qesto, za dadena realizacija x = (x1, x2, ..., xn) na primerokot (X1, X2, ..., Xn),
funkcijata na podobnost se tretira kako funkcija od parametarot θ t.e.

L(θ) = L(x, θ), θ ∈ Θ. (4.26)

Na ovoj naqin funkcijata na podbnost mo�e da se ”proqita” kako verojat-
nosta deka sluqajniot vektor (X1, X2, ..., Xn) ḱe ja primi vrednosta (x1, x2, ..., xn).
Pri toa, za razliqni vrednosti na θ ∈ Θ se dobivaat razliqni verojatnosti.
Pa, mo�e da se ka�e deka funkcijata na podobnost meri kolku e parametarot
θ pogoden za dobivaǌe na konkretnata realizacija (x1, x2, ..., xn) na primerokot
(X1, X2, ..., Xn).

Spored metodot na maksimalna podobnost (maximum likelihood - ML), za
maksimalno podoben ocenuvaq (maximum likelihood estimator - MLE) θ̂ na param-
etarot θ se zema statistikata θ̂ = θ̂(X1, X2, ..., Xn) za koja va�i

L(X1, X2, ..., Xn, θ̂) = max
θ
L(X1, X2, ..., Xn, θ). (4.27)

Postojat glavno dva naqina za baraǌe na ML ocenuvaqite (rexavaǌe na
zadaqata (4.27)). Edniot e so direktna maksimizacija na funkcijata na
podobnost L(X1, X2, ..., Xn, θ) za dadena realizacija (x1, x2, ..., xn) na primerokot
(X1, X2, ..., Xn), i ovoj naqin e korisen koga domenot na podatocite zavisi od
nepoznatiot parametar.

Vtoriot naqin se primenuva koga domenot na podatocite ne zavisi od
nepoznatiot parametar i funkcijata na podobnost e diferencijabilna po θ na
mno�estvoto Θ, i togax ML ocenuvaqot se naoǵa kako rexenie na ravenkata
na podobnost

∂ lnL(X1, X2, ..., Xn, θ)

∂θ
= 0. (4.28)

Potvrda za ovoj naqin ni dava faktot deka ln : R+ → R e rasteqka funkcija,
pa zatoa funkciite L(X1, X2, ..., Xn, θ) i lnL(X1, X2, ..., Xn, θ) imaat isti toqki
na maksimum. Ravenkata na podobnost mo�e da ima poveḱe rexenija, pa vo
toj sluqaj treba da se proveri koe od niv navistina ja maksimizira funkci-
jata na podobnost. Isto taka, ako prostorot od parametri Θ ne e otvoreno
mno�estvo po rexavaǌeto na ravenkata na podobnost ḱe treba da se prove-
riat i graniqnite uslovi, odnosno dali mo�e maksimumot da se dostigne na
granicata od prostorot na parametri.
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Primer 4.15. Neka obele�jeto X ima U(0, θ) raspredelba, kade θ > 0 e nepoz-
nat parametar. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X.
Togax, funkcijata na podobnost e

L(x, θ) =
(1

θ

)n
=
(1

θ

)n
I{0 ≤ x1, ..., xn ≤ θ} =

(1

θ

)n
I{max{x1, ..., xn} ≤ θ},

za 0 ≤ x1, ..., xn ≤ θ. Koga max{x1, ..., xn} > θ, togax L(x, θ) = 0. Bidejḱi,
za max{x1, ..., xn} ≤ θ, L(x, θ) e opaǵaqka funkcija po θ, zakluquvame deka ML
ocenuvaq za θ e

θ̂ = max{X1, ..., Xn} = X(n).

Primer 4.16. Neka obele�jeto X ima P(λ) raspredelba, kade λ > 0 e nepoznat
parametar. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X.
Togax, funkcijata na podobnost e

L(x, λ) =
n∏
i=1

(λxi
xi!

e−λ
)

=
λ
∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ.

Logoritam od funkcijata na podobnost e

lnL(x, λ) = lnλ
n∑
i=1

xi − ln
( n∏
i=1

xi!
)
− nλ.

Barame izvod po λ, i dobivame

∂

∂λ
lnL(x, λ) =

1

λ

n∑
i=1

xi − n.

Rexavajḱi ja ravenkata na podobnost ∂
∂λ

lnL(X1, ..., Xn, λ) = 0, dobivame ML

ocenuvaq λ̂ = 1
n

∑n
i=1Xi = Xn za λ. Lesno se proveruva deka pri

∑n
i=1 xi > 0

ovoj ocenuvaq navistina ja maksimizira funkcijata na podobnost. Imeno,

∂2

∂λ2
lnL(x, λ) = − 1

λ2

n∑
i=1

xi < 0.

Znaqi, λ̂ = Xn e ML ocenuvaq za λ, ako
∑n

i=1Xi > 0. Ako pak
∑n

i=1 Xi = 0,
togax ne postoi ML ocenuvaq za λ, zatoa xto logoritamot od funkcijata na
podobnost lnL(x, λ) = −nλ nema maksimum na intervalot (0,+∞), a i domenot
na podatocite ne zavisi od nepoznatiot parametar, pa ne mo�e da se primeni
direktna maksimizacija.
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So metodot na maksimalna podobnost ne mora da se dobie samo eden mak-
simalno podoben ocenuvaq.

Primer 4.17. Neka obele�jeto X ima U(θ− 1, θ+ 1) raspredelba, kade θ ∈ R e
nepoznat parametar. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�-
jeto X. Togax, sekoja statistika U = U(X1, ..., Xn) za koja va�i

X(n) − 1 < U < X(1) + 1

e maksimalno podoben ocenuvaq za θ, a takvi statistiki gi ima poveḱe. Na
primer, za sekoj t ∈ (0, 1), statistikite

Ut = X(n) − 1 + t(X(1) −X(n) + 2)

se ML ocenuvaqi za θ.

Maksimalno podobnite ocenuvaqi poseduvaat odredeni ubavi svojstva.
Konkretno, sekoj najefikasen ocenuvaq e maksimalno podoben ocenuvaq.

Svojstvo 4.6. Neka U e najefikasen ocenuvaq za parametarot θ. Togax, U e
edinstveno rexenie na ravenkata na podobnost.

Dokaz. Spored Teoremata na Rao-Kramer (Teorema 4.3), U e najefikasen
ocenuvaq za θ ako i samo ako va�i ravenstvo vo neravenstvoto na Rao-Kramer,
t.e. ako

∂

∂θ
L(x, θ) = h(θ)(U − θ)

za nekoja funkcija h(θ). Togax, ravenkata na podobnost

∂L(X1, X2, ..., Xn, θ)

∂θ
= 0

preminuva vo
h(θ)(U(X1, ..., Xn)− θ) = 0

qie rexenie e θ = U . Edinstvenosta sledi od edinstvenosta (so verojat-
nost 1) na najefikasen ocenuvaq.

Maksimalno podobnite ocenuvaqi se funkcija od dovolna statistika.

Svojstvo 4.7. Neka U e dovolna statitika za paraemtarot θ, togax sekoe
rexenie na ravenkata na podobnost e funkcija od U .
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Dokaz. Neka U e dovolna statistika za parametarot θ. Od Teoremata za
faktorizacija (Teorema 4.4), sledi

L(x, θ) = g(U(x), θ) · h(x).

Togax, ravenkata na podobnost

∂L(X1, X2, ..., Xn, θ)

∂θ
= 0

preminuva vo
∂g(U(X1, X2, ..., Xn), θ)

∂θ
= 0,

od kade sledi deka sekoe rexenie (po θ) e funkcija od U .

Meǵutoa, sekoj ML ocenuvaq ne mora da bide dovolna statistika.

Primer 4.18. Neka obele�jeto X ima U [θ, θ + 1] raspredelba, kade θ ∈ R e
nepoznat parametar. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�-
jeto X. Togax, funkcijata na podobnost na primerokot e

L(x, θ) = 1, za θ ≤ x1, ..., xn ≤ θ + 1,

pa sekoja statistika U = U(X1, ..., Xn) za koja va�i

X(n) − 1 ≤ U ≤ X(1)

e maksimalno podoben ocenuvaq za θ. Spored toa i X(1) e ML ocenuvaq za θ,
no X(1) ne e dovolna statitika. Imeno, gustinata na raspredelba na X(1) e

p(t, θ) = n(θ + 1− t)n−1, θ ≤ t ≤ θ + 1,

pa uslovnata raspredelba na primerokot (X1, X2, ..., Xn) pri uslov X(1) = t e

L(x, θ)

p(t, θ)
=

1

n(θ + 1− t)n−1
, za θ ≤ x1, ..., xn ≤ θ + 1 i θ ≤ t ≤ θ + 1

zavisi od θ.

Drugo ubavo svojstvo na ML ocenuvaqite e deka tie se invarijantni vo
odnos na transformaciite.

Svojstvo 4.8. Neka U e maksimalno podoben ocenuvaq za parametarot θ, i
neka f e monotona funkcija (ili poopxto, biekcija), togax f(U) e maksimalno
podoben ocenuvaq za f(θ).
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Dokaz. Od f biekcija, postoi nejzina inverzna funkcija f−1. Neka f(θ) = θ∗,
togax θ = f−1(θ∗), pa

L(x, θ) = L(x, f−1(θ∗)) = L∗(x, θ∗).

Togax,
max{L(x, θ) : θ ∈ Θ} = max{L∗(x, θ∗) : θ∗ ∈ Θ∗ = f(Θ)},

i bidejḱi levata strana se maksimizira za U , sledi deka desnata strana se
maksimizira za f(U). Znaqi, f(U) e maksimalno podoben ocenuvaq za f(θ),
xto trebaxe da se doka�e.

Pod dopolnitelni uslovi za regularnost mo�e da se poka�e konzistent-
nosta i asimptotskata normalnost na ML ocenuvaqite. Na slednite primeri
se ispitani nekoi od asimptotskite svojstva kaj ML ocenuvaqite.

Primer 4.19. Neka obele�jeto X ima Geo(θ) raspredelba, kade 0 < θ < 1 e
nepoznat parametar, odnosno raspredelba na verojatnost dadena so

P (x, θ) = θ(1− θ)x, x = 0, 1, 2, ....

Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Togax, maksi-
malno podobniot ocenuvaq za θ e

θ̂ =
1

Xn + 1
.

Da ja ispitame konzistentnosta na ocenuvaqot θ̂ za θ. Imame za 0 < ε < θ,

P{|θ̂ − θ| < ε} = P{θ − ε < θ̂ < θ + ε} = P{ 1

θ + ε
− 1 < Xn <

1

θ − ε
− 1} =

= P{− ε

(θ + ε)θ
< Xn −

1− θ
θ

<
ε

(θ − ε)θ
} ≥ P{|Xn −

1− θ
θ
| < ε

(θ + ε)θ
} =

= P{|Xn − E(Xn)| < ε

(θ + ε)θ
} ≥ 1− D(Xn)

( ε
(θ+ε)θ

)2
= 1−

1−θ
nθ2

( ε
(θ+ε)θ

)2
→ 1,

koga n → ∞. Sliqno se poka�uva i vo sluqaj koga ε ≥ θ. Zakluquvame deka
ML ocenuvaqot θ̂ e konzistenten ocenuvaq za θ.

Potoa, od Centralanata graniqna teorema, imame deka

√
n(Xn −

1− θ
θ

)
dist.−→ N (0,

1− θ
θ2

),
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od kade dobivame deka

√
n(θ̂ − θ) =

√
n(g(Xn)− g(

1− θ
θ

))
dist.−→ N (0, g′(

1− θ
θ

)
1− θ
θ2

) = N (0, θ2(1− θ)),

pri xto e koristen Delta metodot za monotonata funkcija g(x) = 1
1+x

. Znaqi,

ML ocenuvaqot θ̂ za θ e asimptotski normalen ocenuvaq.

Primer 4.20. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X
koe ima U [0, θ] raspredelba, kade θ > 0 e nepoznat parametar. Maksimalno
podoben ocenuvaq za θ e

θ̂ = X(n) = max{X1, ..., Xn},

qija funkcija na raspredelba e

Fθ̂(x) = P{θ̂ < x} =
(x
θ

)n
, 0 ≤ x ≤ θ.

Togax, za proizvolen ε > 0 imame,

P{|θ̂ − θ| > ε} = P{θ̂ < θ − ε} =
(θ − ε

θ

)n
→ 0, koga n→∞.

Znaqi, θ̂ e konzistenten ocenuvaq za θ. Od druga strana imame

P{n(θ − θ̂) < x} = P{θ̂ > θ − x

n
} = 1− (1− x

θn
)n → 1− e−x/θ, za x > 0.

Znaqi, n(θ−θ̂) konvergira po raspredelba kon eksponencijalna sluqajna promen-
liva.

4.4 Intervali na doverba
Neka P = {F (x, θ) : θ ∈ Θ} e familijata od dopustlivi raspredelbi za oble�-
jeto X, kade θ e nepoznat parametar. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj
odgovara na obele�jeto X. Neka θ̂ = U(X1, X2, ..., Xn) e ocenuvaq za θ. Naj-
golemiot problem kaj toqkastite ocenuvaqi e toa xto verojatnosta P{θ̂ = θ}
e mnogu mala (taa e nula vo sluqaj koga θ̂ ima apsolutno neprekinata ras-
predelba), xto doveduva do potexkotii pri analiza na grexkata, odnosno
otstapuvaǌeto, pri koristeǌe na ocenuvaqot θ̂ za ocenuvaǌe na nepoznatiot
parametar θ.

Alternativen pristap za ocenuvaǌe na nepoznatite parametri e inter-
valnoto ocenuvaǌe preku intervali na doverba.

Irena Stojkovska



92 4. Ocenuvaǌe na parametri

Definicija 4.14. Neka L(X1, X2, ..., Xn) i U(X1, X2, ..., Xn) se dve statistiki
taka xto za sekoj θ ∈ Θ va�i P{L(X1, X2, ..., Xn) ≤ U(X1, X2, ..., Xn)} = 1 i

P{L(X1, X2, ..., Xn) < θ < U(X1, X2, ..., Xn)} ≥ 1− α, (4.29)

kade 0 < α < 1 e daden broj. Togax, intervalot (L(X1, X2, ..., Xn), U(X1, X2, ..., Xn))
se narekuva 100(1 − α)% interval na doverba za nepoznatiot parametar θ.
Brojot 1− α se narekuva nivo na doverba ili verojatnost na doverba.

Intervalite na doverba se definirani preku raspredelbata na sluqaj-
niot primerok (X1, X2, ..., Xn), no vo praksa, tie se interpretiraat preku
nabǉuduvanite vrednosti na ovie sluqajni promenlivi ostavajḱi vpeqatok
deka verojatnosnoto tvrdeǌe e vo vrska so θ, a ne so sluqajniot inter-
val. Znaqi, za dadena realizacija na primerokot (x1, x2, ..., xn), intervalot
(L(x1, x2, ..., xn), U(x1, x2, ..., xn)) ili ḱe ja sodr�i vistinskata vrednost na θ ili
nema da ja sodr�i vistinskata vrednost na θ, no pri povtoruvaǌe na ekspe-
rimentot golem broj pati, 100(1− α)% od dobienite intervali ḱe ja sodr�at
vistinskata vrednost na θ.

Nekogax ḱe mo�e da se najde interval (L(X1, X2, ..., Xn), U(X1, X2, ..., Xn)) so
osobina

P{L(X1, X2, ..., Xn) < θ < U(X1, X2, ..., Xn)} = 1− α, (4.30)

za site θ ∈ Θ, ili so osobina

P{L(X1, X2, ..., Xn) < θ < U(X1, X2, ..., Xn)} ≈ 1− α, (4.31)

za site θ ∈ Θ, koj se narekuva pribli�no 100(1− α)% interval na doverba
za θ.

Primer 4.21. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X ∼
N (µ, 1). Togax,

√
n(Xn − µ) ∼ N (0, 1), pa zatoa

P{−1.96 <
√
n(Xn − µ) < 1.96} = 0.95,

xto e ekvivalentno so

P{Xn −
1.96√
n
< µ < Xn +

1.96√
n
} = 0.95,

kade Xn e sredinata na primerokot. Sledstveno, intervalot so krajni toqki
Xn ± 1.96√

n
e 95% interval na doverba za µ.

Da zabele�ime deka, ako obele�jeto X ima matematiqko oqekuvaǌe µ i
disperzija 1 (ne e neophodno da e normalno raspredeleno), togax od cen-
tralnata graniqna teorema imame,

P{−1.96 <
√
n(Xn − µ) < 1.96} ≈ 0.95,
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ako n e dovolno golemo. Spored gorniot naqin na rasuduvaǌe, sledi deka
intervalot so krajni toqki Xn ± 1.96√

n
e pribli�no 95% interval na doverba

za µ.
Mo�e da se poka�e deka ako obele�jeto X ima matematiqko oqekuvaǌe µ

i nepoznata disperzija σ2, togax za n dovolno golemo (vo praksa, za n > 30),
intervalot

(Xn −
1.96 Sn√

n
,Xn +

1.96 Sn√
n

)

e pribli�no 95% interval na doverba za µ, kade S2
n e koregiranata disper-

zijata na primerokot (togax Sn e koregirana standardna devijacija na
primerokot).

Izborot na statistikite L(X1, X2, ..., Xn) i U(X1, X2, ..., Xn) koi ḱe bidat
leva, odnosno desna granica na intervalot na doverba ne e ednoznaqno odreden.
Edna postapka za odreduvaǌe na ovie granici e taka nareqeniot pivot metod,
so koj najnapred se odbira centralna statitika T (X1, ..., Xn, θ) za param-
etarot θ taka xto

(1) raspredelbata na T (X1, ..., Xn, θ) ne zavisi od ocenuvaniot parametar θ,

(2) za sekoj (x1, ..., xn) ∈ Rn funkcijata T (x1, ..., xn, θ) e neprekinata i strogo
monotona funkcija po θ.

Se poka�uva deka koga ravenkata T (x1, ..., xn, θ) = t e rexliva za sekoj (x1, ..., xn) ∈
Rn i t od mno�estvoto vrednosti na T (x1, ..., xn, θ), togax za sekoj 0 < α < 1
mo�e da se konstruira interval na dovrerba za θ so nivo na doverba 1 − α.
Imeno, postojat broevi a i b taka xto

1− α = P{a < T (X1, ..., Xn, θ) < b},

za site θ ∈ Θ. Zaradi gornite uslovi, poslednoto ravenstvo ḱe mo�e da se
transformira vo oblik

1− α = P{L(X1, ..., Xn) < θ < U(X1, ..., Xn)},

pa intervalot (L(X1, ..., Xn), U(X1, ..., Xn)) e 100(1−α)% interval na doverba za
parametarot θ.

Primer 4.22. Neka obele�jeto X ima U [0, θ] raspredelba, kade θ > 0 e nepoz-
nat parametar. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto
X. Maksimalno podoben ocenuvaq za θ e podredenata statistika X(n) =
max{X1, ..., Xn}. Togax, funkcijata na raspredelba na statistikata T = X(n)/θ
e

FT (x) = xn, 0 ≤ x ≤ 1.
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Zakluquvame deka statistikata T e centralna statistika za θ. Za da najdeme
100(1−α)% interval na doverba za θ, treba da najdeme broevi a i b taka xto

P{a <
X(n)

θ
< b} = 1− α.

Oqigledno postojat beskoneqno mnogu izbori za a i b. Mo�e da se poka�e
deka za a = α1/n i b = 1 se dobiva najkratkiot mo�en interval na doverba.
Toj interval na doverba e

(X(n),
X(n)

α1/n
).

Primer 4.23. Neka obele�jeto X ∼ P(λ), kade λ > 0 e nepoznat parametar.
Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Maksimalno
podoben ocenuvaq za λ e Xn. Pri toa, od EX = DX = λ imame deka E(Xn) = λ
i D(Xn) = λ/n.

Vo sluqaj na golem primerok, od zakonot na golemite broevi i centralnata
graniqna teprema, imame deka

Xn
P−→ λ i

√
n√
λ

(Xn − λ)
dist.−→ N (0, 1).

Od Xn
P−→ λ sledi deka

√
Xn

P−→
√
λ. Imeno za 0 < ε < 2

√
λ,

P{|
√
Xn −

√
λ| < ε} = P{(−ε+

√
λ)2 < Xn < (ε+

√
λ)2} =

= P{ε2 − 2ε
√
λ < Xn − λ < ε2 + 2ε

√
λ} ≥ P{|Xn − λ| < −ε2 + 2ε

√
λ} ≥

≥ 1− λ/n

(−ε2 + 2ε
√
λ)2
−→ 1, koga n→∞.

Sliqno se poka�uva i koga ε ≥ 2
√
λ. Ponatamu, od

√
n√
λ
(Xn − λ)

dist.−→ N (0, 12) i√
Xn

P−→
√
λ, koristejḱi ja teoremata na Slutsky zakluquvame deka

√
n√
Xn

(Xn − λ)
dist.−→ N (0, 1).

Togax, za centralna statistika za parametarot λ mo�e da ja zememe stati-
tikata T =

√
n√
Xn

(Xn − λ). Sega, barame broevi a i b taka xto

P{a <
√
n√
Xn

(Xn − λ) < b} = 1− α. (4.32)
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Bidejḱi statistikata T e asimptotski normalna sledi deka

P{a <
√
n√
Xn

(Xn − λ) < b} ≈ Φ0(b)− Φ0(a), (4.33)

kade Φ0(x) =
∫ x

0
1√
2π
e−u

2/2du e Laplasoviot integral, pa mo�e da najdeme samo
pribli�en 100(1− α)% interval na doverba za λ. Ponatamu, imame deka

P{a <
√
n√
Xn

(Xn − λ) < b} = P{Xn −
b
√
Xn√
n

< λ < Xn −
a
√
Xn√
n
}, (4.34)

znaqi pribli�niot 100(1− α)% interval na doverba za λ e

(Xn −
b
√
Xn√
n

,Xn −
a
√
Xn√
n

). (4.35)

Broevite a i b gi opredeluvame od uslovot da intervalot na doverba e so
minimalna dol�ina, odnosno barame broevi a i b taka da razlikata b − a e
minimalna pri uslov Φ0(b) − Φ0(a) = 1 − α. Od simetrijata na standardnata
normalna raspredelba okolu nulata zakluquvame deka za a = −b se dobiva
interval na doverba so minimalna dol�ina. Togax,

1− α = Φ0(b)− Φ0(a) = Φ0(b)− Φ0(−b) = 2Φ0(b).

Znaqi, Φ0(b) = (1 − α)/2, i togax oznaquvame b = u(1−α)/2, a = −u(1−α)/2, kade
Φ0(uα) = α.

4.4.1 Interval na doverba za verojatnost na nastan
Neka nastanot A se realizira so nepoznata verojatnost p = P (A). Za da
najdeme interval na doverba za p, go razgleduvame obele�jeto X = IA koe
ima Bernulieva 0, 1 raspredelba, odnosno ima B(1, p) raspredelba. Neka
(X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Togax, od central-
nata graniqna teorema imame deka statistikata

T =

∑n
i=1Xi − np√

npq

dist.−→ N (0, 1),

kade q = 1 − p, ima asimptotski standardna normalna raspredelba N (0, 1).
Pa, vo sluqaj na golem primerok, za centralna statistika za p mo�e da ja
zememe statistikata T i nejzinata asimptotska raspredelba da ja koristime
pri izveduvaǌeto na intervalot na doverba za p.
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Sega, treba da najdeme broevi a i b taka xto

1− α = P{a <
∑n

i=1Xi − np√
np(1− p)

< b} ≈ Φ0(b)− Φ0(a),

kade Φ0(x) =
∫ x

0
1√
2π
e−u

2/2du e Laplasoviot integral. Zaradi simetriqnosta
na standardnata normalna raspredelba okolu nilata zemame a = −b, i od
1 − α ≈ Φ0(b) − Φ0(a) = 2Φ0(b), mo�e pribli�no da zememe deka b = u(1−α)/2 i
a = −u(1−α)/2, kade Φ0(uα) = α.

Otkako gi odredivme a i b, oblikot na pribli�niot 100(1− α)% interval
na doverba za p go dobivame na sledniot naqin. Imeno,

1− α = P{|
∑n

i=1Xi − np√
np(1− p)

| < u(1−α)/2} = P{(
∑n

i=1Xi − np)2

np(1− p)
< u2

(1−α)/2} =

= P{(n2 − nu2
(1−α)/2)p2 − (2n

n∑
i=1

Xi + nu2
(1−α)/2)p+ (

n∑
i=1

Xi)
2 < 0} = P{p̂1 < p < p̂2},

kade p̂1 i p̂2 se soodvtno pomaliot i pogolemiot koren na kvadratnata rnvenka
po p

(n2 − nu2
(1−α)/2)p2 − (2n

n∑
i=1

Xi + nu2
(1−α)/2)p+ (

n∑
i=1

Xi)
2 = 0,

i baraniot interval na doverba e (p̂1, p̂2), odnosno

( n

n+ u2
(1−α)/2

(∑n
i=1 Xi

n
+
u2

(1−α)/2

2n
− u(1−α)/2

√∑n
i=1Xi(n−

∑n
i=1Xi)

n3
+
u2

(1−α)/2

4n2

)
,

n

n+ u2
(1−α)/2

(∑n
i=1Xi

n
+
u2

(1−α)/2

2n
+ u(1−α)/2

√∑n
i=1 Xi(n−

∑n
i=1 Xi)

n3
+
u2

(1−α)/2

4n2

))
.

Alternativno, za centralna statistika za p mo�e da se zeme statistikata

T =

∑n
i=1Xi − np√

n
∑n
i=1Xi
n

(1−
∑n
i=1Xi
n

)
,

koja isto taka ima pribli�no normalna N (0, 1) raspredelba. Vo toj sluqaj se
dobiva poednostaven oblik za 100(1−α)% interval na doverba za parametarot
p t.e.

(∑n
i=1Xi

n
− u(1−α)/2

√∑n
i=1 Xi

n2

(
1−

∑n
i=1 Xi

n

)
,∑n

i=1Xi

n
+ u(1−α)/2

√∑n
i=1Xi

n2

(
1−

∑n
i=1Xi

n

))
.
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4.4.2 Intervali na doverba za parametrite na normalna
raspredelba

Vo sluqaj na mal primerok, pretpostavuvame deka obele�jeto X ima nor-
malna raspredelba N (m,σ2). Togax, se koristat toqnite raspredelbi na cen-
tralnite statistiki za naoǵaǌe na intervalite na doverba za parametrite
m i σ2.

Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X.

(1) Interval na doverba za m koga σ2 e poznata

Vidovme deka statistikata Xn ima N (m,σ2/n) raspredelba, od kade zak-
luquvame deka za centralna statistika mo�e da ja zememe statistikata

T =
Xn −m

σ

√
n ∼ N (0, 1).

Barame broevi a i b taka xto

1− α = P{a < Xn −m
σ

√
n < b} = Φ0(b)− Φ0(a),

kade Φ0(x) =
∫ x

0
1√
2π
e−u

2/2du e Laplasoviot integral. Od ravenstvoto

P{a < Xn −m
σ

√
n < b} = P{Xn − b

σ√
n
< m < Xn − a

σ√
n
},

zakluquvame deka 100(1− α)% interval na doverba za m e

(Xn − b
σ√
n
,Xn − a

σ√
n

).

Broevite a i b gi opredeluvame od uslovot da intervalot na doverba e
so minimalna dol�ina, odnosno barame broevi a i b taka da razlikata
b − a e minimalna pri uslov Φ0(b) − Φ0(a) = 1 − α. Od simetrijata na
standardnata normalna raspredelba okolu nulata zakluquvame deka za
a = −b se dobiva interval na doverba so minimalna dol�ina. Togax,

1− α = Φ0(b)− Φ0(a) = Φ0(b)− Φ0(−b) = 2Φ0(b).

Znaqi, Φ0(b) = (1 − α)/2, i togax oznaquvame b = u(1−α)/2, a = −u(1−α)/2,
kade Φ0(uα) = α.
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(2) Interval na doverba za m koga σ2 ne e poznata
Vo ovoj sluqaj za centralna statistika ja zemame statistikata

T =
Xn −m
Sn

√
n− 1 ∼ tn−1.

Barame broevi a i b taka xto

1− α = P{a < Xn −m
Sn

√
n− 1 < b}. (4.36)

Od ravenstvoto

P{a < Xn −m
Sn

√
n− 1 < b} = P{Xn − b

Sn√
n− 1

< m < Xn − a
Sn√
n− 1

},

zakluquvame deka 100(1− α)% interval na doverba za m e

(Xn − b
Sn√
n− 1

, Xn − a
Sn√
n− 1

).

Broevite a i b gi opredeluvame od uslovot da intervalot na doverba e
so minimalna dol�ina, odnosno barame broevi a i b taka da razlikata
b− a e minimalna pri uslov (4.36). Od simetrijata na studentova ras-
predelba okolu nulata zakluquvame deka za a = −b se dobiva interval na
doverba so minimalna dol�ina. Togax, ravenstvoto (4.36) preminuva
vo

1− α = P{|Xn −m
Sn

√
n− 1| < b} = 1− P{|Xn −m

Sn

√
n− 1| ≥ b}.

Oznaquvame so tn,α broj za koj va�i P{|tn| > tn,α} = α, kade tn e sluqajna
promenliva so studentova raspredelba so n stepeni na sloboda. Spored
toa, b = tn−1,α i a = −tn−1,α.

(3) Interval na doverba za σ2 koga m e poznato
Poaǵajḱi od faktot deka S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi−m)2 e nepristrasen ocenuvaq

za σ2, mo�e da ne ”inspirira” da za centralna statistika vo ovoj sluqaj
ja zememe statistikata

T =

∑n
i=1(Xi −m)2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi −m

σ
)2 ∼ χ2

n.

Barame broevi a i b (a, b > 0) taka xto

1− α = P{a <
∑n

i=1(Xi −m)2

σ2
< b}.
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Od ravenstvoto

P{a <
∑n

i=1(Xi −m)2

σ2
< b} = P{

∑n
i=1(Xi −m)2

b
< σ2 <

∑n
i=1(Xi −m)2

a
},

zakluquvame deka 100(1− α)% interval na doverba za σ2 e

(

∑n
i=1(Xi −m)2

b
,

∑n
i=1(Xi −m)2

a
).

Broevite a i b gi opredeluvame od uslovite

P{
∑n

i=1(Xi −m)2

σ2
< a} = α/2 i P{

∑n
i=1(Xi −m)2

σ2
> b} = α/2.

Ako oznaqime so χ2
n,α broj za koj va�i P{χ2

n > χ2
n,α} = α, kade χ2

n e sluqajna
promenliva so χ2 raspredelba so n stepeni na sloboda, togax imame deka
a = χ2

n,1−α/2 i b = χ2
n,α/2.

(4) Interval na doverba za σ2 koga m ne e poznato
Za centralna statistika za σ2 ja zemame statistikata

T =
nS

2

n

σ2
∼ χ2

n−1.

Togax, barame broevi a i b (a, b > 0) taka xto

1− α = P{a < nS
2

n

σ2
< b}.

Od ravenstvoto

P{a < nS
2

n

σ2
< b} = P{nS

2

n

b
< σ2 <

nS
2

n

a
},

zakluquvame deka 100(1− α)% interval na doverba za σ2 e

(
nS

2

n

b
,
nS

2

n

a
).

Broevite a i b gi opredeluvame od uslovite

P{nS
2

n

σ2
< a} = α/2 i P{nS

2

n

σ2
> b} = α/2.

Togax, imame deka a = χ2
n−1,1−α/2 i b = χ2

n−1,α/2.
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5

Testiraǌe na hipotezi

5.1 Osnovni poimi
Qesto pri zabele�uvaǌe na vrednostite na obele�jeto X pri nekoe istra�u-
vaǌe, obele�eto X ne e potpolno opredeleno. Vo toj sluqaj se javuva potreba
od postavuvaǌe na odredeni pretpostavki vo vrska so nekoi svojstva na slu-
qajnata promenliva X. Ovie pretpostavki se narekuvaat statistiqki hipo-
tezi, a postapkata za donesuvane na odluka za prifaḱaǌe ili otfrlaǌe na
statistiqkata hipoteza se narekuva testiraǌe na statistiqka hipoteza.

Neka P = {F (x, θ) : θ ∈ Θ} e familijata od dopustlivi raspredelbi na
obele�jeto X. Hipotezite koi gi fiksiraat vrednostite na nepoznatite
parametri θ ili go namaluvaat prostorot na parametri Θ se narekuvaat
parametarski hipotezi. Hipotezite koi ne zavisat od nepoznatite parametri
se narekuvaat neparametarski hipotezi.

Primer 5.1. Primeri za parametarski hipotezi:

(a) Obele�jeto X ima matematiqko oqekuvaǌe m > m0.

(b) Obele�jeto X koe e raspredeleno spored Poasonov zakon na raspredelba
ima matematiqko oqekuvaǌe enakvo na daden broj λ0.

(v) Normalno raspredelenite obele�ja X i Y so disperzii σ2
X = σ2

Y = σ2
0

imaat ednakvi matematiqki oqekuvaǌa t.e. mX = mY .

Primeri za neparametarski hipotezi:

(g) Obele�jeto X ima P(2) raspredelba.

(d) Obele�jeto X ima normalna raspredelba.

(ǵ) Obele�jata X i Y se nezavisni.
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Ako statistiqkata hipoteza ednoznaqno ja opredeluva raspredelbata na
obele�jeto X, togax taa se narekuva prosta hipoteza. Vo spotivno, ako samo
ja namaluva familijata od dopustlivi raspredelbi, se narekuva slo�ena
hipoteza. Taka, hipotezite (b) i (g) od Primer 5.1 se prosti, ostanatite se
slo�eni.

Neka H0 e hipoteza za obele�jeto X koja sakame da ja testirame. Edna
od zadaqite na matematiqkata statistika e da vrz osnova na realizacijata
(x1, x2, ..., xn) na primerokot (X1, X2, ..., Xn) donese odluka za prifaḱaǌe ili
otfrlaǌe na hipotezata H0. Praviloto so koe vrz osnova na realizacijata
(x1, x2, ..., xn) na primerokot (X1, X2, ..., Xn) se odluquva dali ja prifaḱame ili
otfrlame hipotezata H0 se narekuva statistiqki test. So statistiqkiot
test se proveruva dali realizacijata (x1, x2, ..., xn) ∈ C, pri xto mno�es-
tvoto C ⊆ Rn se narekuva kritiqna oblast, i ako (x1, x2, ..., xn) ∈ C togax
hipotezata H0 se otfrla, a ako (x1, x2, ..., xn) /∈ C, togax hipotezata H0 se
prifaḱa.

Edna karakteristika na statistiqkiot test e nivo na znaqajnost na
testot α ∈ (0, 1), koe se definira kako gorna granica na verojatnosta da pri-
merokot (X1, X2, ..., Xn) prima vrednosti od kritiqnata oblast C, pri uslov
hipotezata H0 da e toqna, odnosno

P{(X1, X2, ..., Xn) ∈ C|H0} ≤ α. (5.1)

Najmalata vrednost na α za koe e ispolnet uslovot (5.1) se narekuva gole-
mina na kritiqnata oblast C ili golemina na testot.

Pri testiraǌe na hipotezi brojot α odnapred go zadavame so toa xto za α
zemame ”mali” vrednosti, na primer α = 0.05 ili α = 0.01. Imeno, vo sluqaj
na mali vrednosti za α prirodno e da se otfrli hipotezata H0 kako netoqna,
ako (x1, x2, ..., xn) ∈ C, zatoa xto togax nastanot {(X1, X2, ..., Xn) ∈ C|H0} ḱe ima
mala verojatnost.

Prifaḱaǌeto na hipotezata H0 oznaquva deka meǵu realizacijata na pri-
merokot i teoriskata raspredelba na obele�jeto na dadeno nivo na znaqa-
jnost ne postoi znaqitelno otstapuvaǌe. No, isto taka va�i i deka pri
prifaḱaǌe na hipotezata H0 ne mora da znaqi deka taa e toqna, dodeka pak
pri nejzino otfrlaǌe mo�no e taa da e toqna.

Kritiqnata oblast C obiqno e opredelna so pomox na nekoja test statis-
tika Tn = Tn(X1, X2, ..., Xn). Za test statistikata pretpostavuvame deka e poz-
nata nejzinata toqna raspredelba (ili pribli�na raspredelba pri golemi
vrednosti na n). Ako H0 e slo�ena hipoteza pretpostavuvame deka raspredel-
bata na test statistikata e ista za site raspredelbi na obele�jeto obfateni
so hipotezata H0. Imeno, test statistikata go karakterizira otstapuvaǌeto
na realizacijata na primerokot od prirodno oqekuvanata vrednost, pod pret-
postavka H0 da e toqna.
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Hipotezata H0 koja se testira obiqno se narekuva nulta hipoteza. Do-
deka, pretpostavkata za oble�jeto X so koja se pretpostavuva nexto koe ne
e obfateno so nultata hipoteza, a sepak e dopustlivo, se narekuva alter-
nativna hipoteza i se oznaquva so H1. Vo sluqaj na otfrlaǌe na nultata
hipoteza H0, alternativnata hipoteza H1 se prifaḱa.

Pri testiraǌe na edna ista statistiqka hipoteza H0 mo�e da se koristat
razliqni testovi, odnosno razliqni kritiqni oblasti. Testovite meǵusebno
se sporeduvaat spored napravenite grexki pri otfrlaǌe na H0 koga taa e
toqna (grexka od prv vid) i prifaḱaǌe na H0 koga e toqna H1 (grexka
od vtor vid). Ako verojatnosta za grexka od prv vid ja oznaqime so α i
verojatnosta za grexka od vtor vid ja oznaqime so β imame deka

α = P{(X1, X2, ..., Xn) ∈ C|H0} = P0{(X1, X2, ..., Xn) ∈ C}, (5.2)

β = P{(X1, X2, ..., Xn) /∈ C|H1} = P1{(X1, X2, ..., Xn) /∈ C}. (5.3)

Po�elno e grexkite od prv i vtor vid da bidat xto e mo�no pomali. Meǵutoa
obiqno so smaluvaǌe na grexkata od prv vid se zgolemuva grexkata od vtor
vid. Zatoa, postapka za izbiraǌe na kritiqnata oblast e slednata: Naj-
napred se fiksira verojatnosta za grexka od prv vid α, a potoa meǵu site
kritiqni oblasti so golemina α se izbira onaa za koja verojatnosta za
grexka od vtor vid β e minimalna.

Verojatnosta za pravilno otfrlaǌe na H0 koga H1 e toqna se narekuva
moḱ na testot i se oznaquva so p t.e.

p = P{(X1, X2, ..., Xn) ∈ C|H1} = 1− β. (5.4)

Pa, zaradi prethodnata diskusija za naqinot na izbiraǌe na kritiqnata
oblast, mo�e da ka�eme deka so taa postapka sme dobile najmoḱen test za
odnapred dadena verojatnost za grexka od prv vid α.

5.2 Testiraǌe na parametarski hipotezi

Neka P = {F (x, θ) : θ ∈ Θ} e familijata od dopustlivi raspredelbi na obele�-
jeto X, kade θ e nepoznat parametar i Θ e prostorot od parametri. Edna
parametarska hipoteza ima oblik H0 : θ ∈ Θ0, kade Θ0 ⊆ Θ. Ako Θ0 e ed-
noelemntno mno�estvo, togax H0 e prosta hipoteza. Pri testiraǌe na nul-
tata hipoteza H0, za alternativna hipoteza se zema hipotezata H1 : θ ∈ Θ1,
kade Θ1 ⊆ Θ \Θ0.
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5.2.1 Nejman-Pirsonov test
Neka obele�jeto X ima funkcija na raspredelba F (x, θ), kade θ e nepoznat
parametar. Sakame da ja testirame nultata prosta hipoteza H0 : θ = θ0,
nasproti alternativnata prosta hipoteza H1 : θ = θ1. Pri toa, celta ni e da
najdeme najmoḱen test za odnapred dadena verojatnost za grexka od prv vid
α. Odgovor na ova praxaǌe ni dava Lemata na Nejman-Pirson.

Teorema 5.1 (Lema na Nejman-Pirson). Za sekoi n ∈ N i α ∈ (0, 1), postoi
realen broj c ∈ R, taka xto pri testiraǌe na nultata hipoteza H0 : θ = θ0,
protiv alternativnata hipoteza H1 : θ = θ1, mo�e da se najde najmoḱen test
so optimalen kritiqen domen C0 od oblik

C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) :
L(x; θ1)

L(x; θ0)
≥ c},

kade L(x; θ) e funkcijata na podobnost na primerokot (X1, ..., Xn).

Dokaz. Dokazot ḱe go izvedeme za apsolutno neprekinato obele�je X so
gustina na raspredelba p(x; θ). Neka (X1, ..., Xn) e primerok so golemina n
koj odgovara na obele�jeto X. Ḱe poka�eme deka za α ∈ (0, 1), postoi c ∈ R
taka xto

P0{
L(X1, ..., Xn; θ1)

L(X1, ..., Xn; θ0)
≥ c} = α, (5.5)

xto ḱe znaqi deka za dadeno nivo na znaqajnost na testot α postoi kritiqen
domen so golemina α od oblikot

{x :
L(x; θ1)

L(x; θ0)
≥ c}. (5.6)

Potoa ḱe ja poka�eme negovata optimalnost.
Definirame h(c) = P0{L(X1,...,Xn;θ1)

L(X1,...,Xn;θ0)
≥ c}. Funkcijata h(c) e opaǵaqka i va�i

h(0) = 1. Za sekoj c ∈ R oznaquvame Ac = {x : L(x;θ1)
L(x;θ0)

≥ c} ⊂ Rn. Togax,

1 ≥ P1{
L(X1, ..., Xn; θ1)

L(X1, ..., Xn; θ0)
=

∫
Ac

L(x; θ1) dx ≥

≥ c

∫
Ac

L(x; θ0) dx = c P0{
L(X1, ..., Xn; θ1)

L(X1, ..., Xn; θ0)
= c h(c),

od kade sledi deka h(c) ≤ 1
c
za sekoj c > 0, i limc→∞ h(c) = 0. Pa, ako h(c) e

neprekinata funkcija, togax za proizvolen α ∈ (0, 1) postoi c ∈ R takov xto
h(c) = α.
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Optimalnosta na kritiqniot domen C0 so golemina α od oblikot (5.6)
ja poka�uvame na sledniot naqin. Neka C e proizvolen kritiqen domen so
golemina α. Ako P1{(X1, ..., Xn) ∈ C∆C0} = 0,1 togax va�i deka

P1{(X1, ..., Xn) ∈ C} = P1{(X1, ..., Xn) ∈ C0},

odnosno
P1{(X1, ..., Xn) /∈ C} = P1{(X1, ..., Xn) /∈ C0}. (5.7)

Neka P1{(X1, ..., Xn) ∈ C∆C0} 6= 0. Togax, imame

P1{(X1, ..., Xn) ∈ C} =

∫
C

L(x; θ1) dx =

∫
C∩C0

L(x; θ1) dx+

∫
C∩C0

L(x; θ1) dx.

Sliqno,

P1{(X1, ..., Xn) ∈ C0} =

∫
C0

L(x; θ1) dx =

∫
C0∩C

L(x; θ1) dx+

∫
C0∩C

L(x; θ1) dx.

So odzemaǌe na poslednite dve ravenstva dobivame

P1{(X1, ..., Xn) ∈ C} − P1{(X1, ..., Xn) ∈ C0} =

=

∫
C∩C0

L(x; θ1) dx−
∫
C0∩C

L(x; θ1) dx ≤

≤ c

∫
C∩C0

L(x; θ0) dx− c
∫
C0∩C

L(x; θ0) dx =

= c
(∫

C∩C0

L(x; θ0) dx+

∫
C∩C0

L(x; θ0) dx−

−
∫
C∩C0

L(x; θ0) dx−
∫
C0∩C

L(x; θ0) dx
)

=

= c
(∫

C

L(x; θ0) dx−
∫
C0

L(x; θ0) dx
)

=

= c (α− α) = 0,

od kade sleduva deka

P1{(X1, ..., Xn) ∈ C} ≤ P1{(X1, ..., Xn) ∈ C0},

odnosno
P1{(X1, ..., Xn) /∈ C} ≥ P1{(X1, ..., Xn) /∈ C0}. (5.8)

Od (5.7) i (5.8) zakluquvame deka verojatnosta za grexka od vtor vid β e
najmala ako za kritiqen domen so golemina α se zeme C0 od oblik (5.6).

Slednite primeri ja poka�uvaat primenata na Lemata na Nejman-Pirson
pri naoǵaǌe na najmoḱni testovi.

1C∆C0 = (C ∪ C0) \ (C ∩ C0) = (C ∩ C0) ∪ (C ∩ C0)
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Primer 5.2. Neka obele�jeto X ima N (m, 1) raspredelba, kade m e nepoznat
parametar. Za dadena golemina na primerokot n i nivo na znaqajnost (vero-
jatnost za grexka od prv vid) α, so primena na Lemata na Nejman-Pirson ḱe
konstruirame najmoḱen test za proverka na hipotezata H0 : m = m0, protiv
H1 : m = m1, koga m0 < m1.

Gustinata na raspredelba na obele�jeto X e

pX(x,m) =
1√
2π
e−

(x−m)2

2 ,

za x ∈ R, od kade dobivame deka funkcijata na podobnost e

L(x,m) = (2π)−n/2 exp{−1

2

n∑
i=1

(xi −m)2},

za x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn. Da go presmetame koliqnikot na funkciite na
podobnost za m = m1 i m = m0, odnosno

L(x;m1)

L(x;m0)
=

exp{−1
2

∑n
i=1(xi −m1)2}

exp{−1
2

∑n
i=1(xi −m0)2}

=

= exp{−1

2

n∑
i=1

((xi −m1)2 − (xi −m0)2)} = exp{(m1 −m0)
n∑
i=1

xi −
n

2
(m2

1 −m2
0)}.

Spored Lemata na Nejman-Pirson za dadenoto α ∈ (0, 1) postoi c ∈ R taka
xto optimalniot kritiqen domen ima oblik

C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) :
L(x;m1)

L(x;m0)
≥ c}.

Neravenstvoto L(x;m1)
L(x;m0)

≥ c e ekvivalentno so

(m1 −m0)
n∑
i=1

xi −
n

2
(m2

1 −m2
0) ≥ ln c,

pa imajḱi vo predvid deka
∑n

i=1 xi = nx i m1−m0 > 0 (od uslovot deka m0 < m1),
dobivame

x ≥ ln c

n(m1 −m0)
+

1

2
(m1 +m0) = c0,

odnosno optimalniot kritiqen domen ima oblik

C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) : x ≥ c0},
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5. Testiraǌe na hipotezi 107

kade c0 ∈ R se naoǵa od uslovot P{(X1, ..., Xn) ∈ C0|H0} = α. Bidejḱi pod
pretpostavka H0 da e toqna Xn ∼ N (m0,

1
n
), od kade

√
n(Xn −m0) ∼ N (0, 1), i

zatoa imame deka

α = P{(X1, ..., Xn) ∈ C0|H0} = P0{Xn ≥ c0} =

= P0{
√
n(Xn −m0) ≥

√
n(c0 −m0)} =

1

2
− Φ0(

√
n(c0 −m0)),

kade Φ0(x) =
∫ x

0
1√
2π
e−u

2/2du e integralot na Laplas qii vrednosti se qitaat
od tablica. Znaqi,

c0 = m0 +
1√
n

Φ−1
0 (

1− 2α

2
).

Verojatnosta za grexka od vtor vid e

β = P{(X1, ..., Xn) /∈ C0|H1} = P1{Xn < c0} =

= P1{
√
n(Xn −m1) <

√
n(c0 −m1)} =

1

2
+ Φ0(

√
n(c0 −m1)) =

=
1

2
+ Φ0(

√
n(m0 −m1) + Φ−1

0 (
1− 2α

2
)).

Da zabele�ime deka, ako m0 > m1, togax optimalniot kritiqen domen ḱe
ima oblik

C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) : x ≤ c0},

kade
c0 = m0 +

1√
n

Φ−1
0 (

2α− 1

2
),

i verojatnosta za grexka od vtor vid ḱe bide

β =
1

2
− Φ0(

√
n(m0 −m1) + Φ−1

0 (
2α− 1

2
)).

Na primer, pri testiraǌe na H0 : m = 0 protiv H1 : m = 1 so nivo na
znaqajnost α = 0, 05, vrz osnova na dadena niza statistiqki podatoci x1, ..., xn
so golemina n = 100, kritiqnata vrednost c0 e

c0 = m0 +
1√
n

Φ−1
0 (

1− 2α

2
) = 0 +

1√
100

Φ−1
0 (

1− 2 · 0, 05

2
) =

=
1

10
Φ−1

0 (0, 45) =
1

10
· 1, 645 = 0, 1645,

znaqi optimalniot kritiqen domen e

C0 = {x : x ≥ 0, 1645}.
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Dokolku za dadenite podatoci va�i x ≥ 0, 1645, togax H0 se otfrla, vo spro-
tivno, taa se prifaḱa. Verojatnosta za grexka od vtor vid e

β =
1

2
+ Φ0(

√
n(m0 −m1) + Φ−1

0 (
1− 2α

2
)) =

1

2
+ Φ0(

√
100(0− 1) + Φ−1

0 (
1− 2 · 0, 05

2
)) =

=
1

2
+ Φ0(−10 + Φ−1

0 (0, 45)) =
1

2
+ Φ0(−10 + 1, 645) =

1

2
+ Φ0(−8, 355) ≈ 1

2
− 1

2
= 0.

Primer 5.3. Neka obele�jeto X ima E(λ) raspredelba, kade λ > 0 e nepoznat
parametar. Neka se dadeni goleminata na primerokot n i nivoto na znaqa-
jnost α. Spored Lemata na Nejman-Pirson postoi najmoḱen test za proverka
na hipotezata H0 : λ = λ0, protiv H1 : λ = λ1, koga λ0 < λ1, koj se naoǵa na
sledniot naqin. Bidejḱi gustinata na raspredelba na obele�jeto X e

p(x, λ) =
1

λ
e−x/λ,

za x > 0, dobivame deka funkcijata na podobnost na primerokot (X1, ..., Xn) e

L(x, λ) =
1

λn
e−

1
λ

∑n
i=1 xi ,

za xi > 0, i = 1, ..., n. Togax, koliqnikot na funkciite na podobnost za λ = λ1

i λ = λ0 e
L(x;λ1)

L(x;λ0)
= (λ0/λ1)n exp{( 1

λ0

− 1

λ1

)
n∑
i=1

xi}.

Spored Lemata na Nejman-Pirson za dadenoto α ∈ (0, 1) postoi c ∈ R taka
xto optimalniot kritiqen domen ima oblik

C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) :
L(x;λ1)

L(x;λ0)
≥ c}.

Neravenstvoto L(x;λ1)
L(x;λ0)

≥ c e ekvivalentno so

(
1

λ0

− 1

λ1

)
n∑
i=1

xi ≥ ln(c(λ1/λ0)n),

i beidejḱi 1
λ0
− 1

λ1
> 0, od uslovot λ0 < λ1, imame deka poslednoto neravenstvo

e ekvivalentno na
n∑
i=1

xi ≥
ln(c(λ1/λ0)n)

1
λ0
− 1

λ1

= c0,
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odnosno optimalniot kritiqen domen ima oblik

C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) :
n∑
i=1

xi ≥ c0}.

Brojot c0 ∈ R se naoǵa od uslovot P{(X1, ..., Xn) ∈ C0|H0} = α. Koga H0 e toqna,
imame deka

∑n
i=1 Xi ∼ Γ(n, λ0) i 2

λ0

∑n
i=1Xi ∼ χ2

2n (poka�i!). Pa, c0 go naoǵame
od

α = P{(X1, ..., Xn) ∈ C0|H0} = P0{
n∑
i=1

Xi ≥ c0} = P0{
2

λ0

n∑
i=1

Xi ≥
2c0

λ0

},

od kade zakluquvame deka 2c0
λ0

= χ2
2n,α, odnosno c0 = λ0

2
χ2

2n,α. (Da se potsetime
deka so χ2

n,α go oznaquvavme brojot za koj va�i P{χ2
n > χ2

n,α} = α, kade χ2
n e

sluqajna promenliva so χ2 raspredelba so n stepeni na sloboda i koj se qita
od tablica)

Verojatnosta za grexka od vtor vid e

β = P{(X1, ..., Xn) /∈ C0|H1} = P1{
n∑
i=1

Xi < c0} =

= P1{
2

λ1

n∑
i=1

Xi <
2c0

λ1

} = 1− P1{
2

λ1

n∑
i=1

Xi ≥
2c0

λ1

} = 1− P1{
2

λ1

n∑
i=1

Xi ≥
λ0

λ1

χ2
2n,α},

odnosno od β e takvo xto χ2
2n,1−β = λ0

λ1
χ2

2n,α.

5.2.2 Ramnomerno najmoḱni testovi
Neka P = {F (x, θ) : θ ∈ Θ} e familijata od dopustlivi raspredelbi na obele�-
jeto X, kade θ e nepoznat parametar i Θ ⊆ R e prostorot od parametri.
Pretpostavuvame deka za proizvolni θ0, θ1 ∈ Θ zadovoleni se uslovite od
Lemata Nejman-Pirson, t.e. mo�e da se opredeli optimalen kritiqen domen
C0 = C0(α, θ0, θ1) ⊆ R so golemina α za testiraǌe na hipotezata H0 : θ = θ0 pro-
tiv H1 : θ = θ1. Ako C0 ne zavisi od vrednosta na parametarot θ1 ∈ Θ \ {θ0},
togax mno�estvoto C0 se narekuva ramnomerno optimalen kritiqen domen
za testiraǌe na hipotezata H0 : θ = θ0 protiv H1 : θ ∈ Θ \ {θ0}. Soodvet-
niot statistiqki test e narekuva ramnomerno najmoḱen test. Mnogu qesto
ramnomerniot najmoḱen test postoi samo pri taka nareqeni ednostrani al-
ternativni hipotezi od oblik H+

1 : θ > θ0 ili H−1 : θ < θ0.

Primer 5.4. Neka obele�jeto X ima N (m, 1) raspredelba, kade m e nepoznat
parametar. Vo Primer 5.2 vidovme deka optimalniot kritiqen domen za
testiraǌe na H0 : m = m0 protiv H1 : m = m1 zavisexe od vrskata meǵu m0
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i m1 (se dobivaa razliqni optimalni kritiqni domeni, koga m0 < m1 i koga
m0 > m1). Toa znaqi deka vo ovoj sluqaj ne postoi ramnomerno optimalen
kritiqen domen pri testiraǌe na H0 : m = m0 protiv H1 : m 6= m0.

No zatoa, ramnomerno optimalniot kritiqen domen pri testiraǌe na H0 :
m = m0 protiv H+

1 : m > m0 e C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) : x ≥ c0}, kade c0 =
m0 + 1√

n
Φ−1

0 (1−2α
2

). Sliqno, optimalniot kritiqen domen pri testiraǌe na H0 :

m = m0 protiv H−1 : m < m0 e C0 = {x = (x1, x2, ..., xn) : x ≤ c0}, kade c0 =
m0 + 1√

n
Φ−1

0 (2α−1
2

).

5.2.3 Testovi so koeficient na podobnost
Neka P = {F (x, θ) : θ ∈ Θ} e familijata od dopustlivi raspredelbi na obele�-
jeto X, kade θ e nepoznat parametar i Θ e prostorot od parametri. Pri te-
stiraǌe na prostata hipoteza H0 : θ = θ0 protiv prostata hipoteza H1 : θ = θ1

odgovor na praxaǌeto za najmoḱen test ni dava Lemata na Nejman-Pirson.
Vo sluqaj koga barem edna od hipotezite, nultata ili alternativnata, e
slo�ena za naoǵaǌe na kritiqna oblast so golemina α se koristi metodot
so koeficient na podobnost koj pretstavuva eden vid na obopxtuvaǌe na
testot na Nejman-Pirson.

Pri testiraǌe na nultata hipoteza H0 : θ ∈ Θ0 protiv alternativnata
hipoteza H1 : θ ∈ Θ1 so metodot so koeficient na podobnost se koristi test
statistikata

λ(X1, ..., Xn) =
maxθ∈Θ0 L(X1, ..., Xn; θ)

maxθ∈Θ L(X1, ..., Xn; θ)
(5.9)

koja se narekuva koeficient na podobnost (LR - likelihood ratio). Da zabe-
le�ime deka ako θ̂ e takvo da maxθ∈Θ L(X1, ..., Xn; θ) = L(X1, ..., Xn; θ̂), togax θ̂
e ML ocenuvaq za parametarot θ. Isto taka, ako H0 e prosta hipoteza t.e.
Θ0 = {θ0}, togax maxθ∈Θ0 L(X1, ..., Xn; θ) = L(X1, ..., Xn; θ0).

Za koeficientot na podobnost va�i

0 ≤ λ(x1, ..., xn) ≤ 1.

Verojatnosta deka vrednosta na λ(x1, ..., xn) e golema, e pogolema togax koga
hipotezata H0 e toqna i obratno, taa e relativno mala koga H0 ne e toqna.
Zatoa, razumno e kritiqnata oblast C da se odbere taka da gi sodr�i onie
vrednosti na x = (x1, ..., xn) za koi soodvetniot koeficient na podobnost ne e
pogolem od daden broj c (0 < c ≤ 1) t.e. ima oblik

C = {x = (x1, ..., xn) : λ(x1, ..., xn) ≤ c}.

Postapkata za naoǵaǌe na kritiqen domen so golemina α so metod so koefi-
cient na podobnost e da pri dadeni vrednosti na goleminata na primerokot
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n i nivoto na znaqajnost na testot α se naoǵa vrednosta na konstantata c od
uslovot da

max
θ∈Θ0

P{λ(X1, ..., Xn) ≤ c} = α.

Koga nultata hipoteza H0 e prosta, ovoj uslov preminuva vo

P{λ(X1, ..., Xn) ≤ c|θ = θ0} = P0{λ(X1, ..., Xn) ≤ c} = α.

5.2.4 Testovi za parametrite na normalna raspredelba
Metodot so koeficient na podobnost ovozmo�uva da na ednostaven naqin
se opredelat nekoi od testovite za parametrite na normalna raspredelba
N (m,σ2). Pretpostavuvame deka se zadadeni goleminata na primerokot n i
nivoto na znaqajnost α.

Vo sluqaj na dve nezavisni normalno raspredeleni obele�ja X i Y so
raspredelbi N (m1, σ

2
1) i N (m2, σ

2
2) soodvetno, pretpostavuvame deka se zadadeni

goleminite na primerocite n1 i n2 soodvetno i nivoto na znaqajnost α.

(1) Testiraǌe na H0 : m = m0, protiv H1 : m 6= m0, koga σ2 e poznata.

Koga X ∼ N (m,σ2) pri σ2 poznato, funkcijata na podobnost e

L(x,m) = (2πσ2)−n/2 exp{− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi −m)2}, x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, m ∈ R.

Pri σ2 poznatoML ocenuvaq za m e Xn, odnosno L(m) = L(x,m) dostignuva
maksimum vo m = x = 1

n
(x1 + ... + xn). I bidejḱi nultata hipoteza H0 e

prosta (t.e. Θ0 = {m0}), za koeficientot na podobnost imame

λ(x1, ..., xn) =
L(x,m0)

L(x, x)
=

= exp{− 1

2σ2
(
n∑
i=1

(xi −m0)2 −
n∑
i=1

(xi − x)2)} = exp{− n

2σ2
(x−m0)2)}.

Spored metodot so koeficient na podobnost, kritiqnata oblast C gi
sodr�i site onie x = (x1, ..., xn) ∈ Rn za koi

exp{− n

2σ2
(x−m0)2)} ≤ c,

kade 0 < c ≤ 1. Poslednoto neravenstvo e ekvivalentno so∣∣∣x−m0

σ

√
n
∣∣∣ ≥ c0,
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kade c0 =
√
−2 ln c ≥ 0, odnosno kritiqnata oblast mo�e da se zapixe vo

oblikot
C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :

∣∣∣x−m0

σ

√
n
∣∣∣ ≥ c0}.

Vrednosta na brojot c0 ja odreduvame od dadenoto nivo na znaqajnost na
testot α, odnosno od uslovot

P0{
∣∣∣Xn −m0

σ

√
n
∣∣∣ ≥ c0} = α.

Povtorno koristevme deka nultata hipoteza H0 e prosta. Sega, bidejḱi
statistikata

Z =
Xn −m0

σ

√
n ∼ N (0, 1),

imame deka

α = P0{|Z| ≥ c0} = 1−P0{−c0 < Z < c0} = 1− (Φ0(c0)−Φ0(−c0)) = 1− 2Φ0(c0),

kade Φ0(c0) =
∫ c0

0
1√
2π
e−u

2/2du e Laplasoviot integral. Znaqi, za c0 imame
deka e brojot

c0 = Φ−1
0 (

1− α
2

).

Na sliqen naqin se dobiva deka kritiqnite oblasti pri testiraǌe na

(a) H0 : m = m0, protiv H1 : m > m0, koga σ2 e poznata,

(b) H0 : m = m0, protiv H1 : m < m0, koga σ2 e poznata,

soodvetno se dadeni so

(a) C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
x−m0

σ

√
n ≥ c0}, c0 = Φ−1

0 (
1− 2α

2
),

(b) C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
x−m0

σ

√
n ≤ −c0}, c0 = Φ−1

0 (
1− 2α

2
).

(2) Testiraǌe na H0 : m = m0, protiv H1 : m 6= m0, koga σ2 ne e poznata.

Koga disperzijata σ2 ne e poznata, nultata hipoteza mo�e da se zapixe
kako H0 : (m,σ2) = (m0, σ

2), odnosno togax Θ0 = {(m0, σ
2) : σ2 > 0}, kade

m0 e fiksen realen broj. Togax, zadaqata preminuva vo testiraǌe na
slo�ena hipoteza H0 : t = (m,σ2) ∈ Θ0 protiv slo�ena hipoteza H1 :
t = (m,σ2) ∈ Θ1 = Θ \ Θ0, kade mno�estvoto dopustlivi vrednosti za
parametrite na normalnata raspredelba e Θ = {(m,σ2) : m ∈ R, σ2 > 0}.
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Imajḱi vo predvid deka funkcijata na podobnost e

L(x,m, σ2) = (2πσ2)−n/2 exp{− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi −m)2},

za x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, m ∈ R, σ2 > 0, i bidejḱi ML ocenuvaqi za m i σ2

se Xn i S
2

n soodvetno, imame deka

max
t∈Θ

L(x, t) = max
m∈R, σ2>0

L(x,m, σ2) = L(x, x, s2),

kade s2 = 1
n

∑n
i=1(xi − x)2, i deka

max
t∈Θ0

L(x, t) = max
σ2>0

L(x,m0, σ
2) = L(x,m0, σ

2
0),

kade σ2
0 = 1

n

∑n
i=1(xi −m0)2. Togax, koeficientot na podobnost e

λ(x1, ..., xn) =
L(x,m0, σ

2
0)

L(x, x, s2)
=
(∑n

i=1(xi −m0)2∑n
i=1(xi − x)2

)−n/2
.

Spored metodot so koeficient na podobnost, kritiqnata oblast C gi
sodr�i site x = (x1, ..., xn) ∈ Rn za koi va�i(∑n

i=1(xi −m0)2∑n
i=1(xi − x)2

)−n/2
≤ c,

kade 0 < c ≤ 1. Poslednoto neravenstvo e ekvivalentno so

(x−m0)2

s2
≥ c−2/n − 1,

odnosno so ∣∣∣x−m0

s

√
n− 1

∣∣∣ ≥ c0,

kade c0 =
√

(n− 1)(c−2/n − 1) ≥ 0, pa kritiqnata oblast e

C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
∣∣∣x−m0

s

√
n− 1

∣∣∣ ≥ c0},

kade c0 se odreduva od dadenoto nivo na znaqajnost α. Poznato ni e deka
statistikata

T =
Xn −m0

Sn

√
n− 1 ∼ tn−1.

Zatoa od
α = P0{|T | ≥ c0},
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imame deka
c0 = tn−1,α,

kade oznaquvame so tn,α broj (koj se qita od tablica) za koj va�i P{|tn| >
tn,α} = α, kade tn e sluqajna promenliva so studentova raspredelba so n
stepeni na sloboda.

Na sliqen naqin se dobiva deka kritiqnite oblasti pri testiraǌe na

(a) H0 : m = m0, protiv H1 : m > m0, koga σ2 ne e poznata,

(b) H0 : m = m0, protiv H1 : m < m0, koga σ2 ne e poznata,

soodvetno se dadeni so

(a) C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
x−m0

s

√
n− 1 ≥ c0}, c0 = tn−1,2α,

(b) C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
x−m0

s

√
n− 1 ≤ −c0}, c0 = tn−1,2α.

(3) Testiraǌe na H0 : σ2 = σ2
0, protiv H1 : σ2 6= σ2

0.

Pokraj postapkata na odreduvaǌe na kritiqnata oblast C so pomox na
koeficienttot na podobnost, pri testiraǌe na hipotezi za parametrite
na normalna raspredelba, mo�e da se primeni i postapka so interval
na doverba. Togax, pri testiraǌe na H0 : θ = θ0 protiv H1 : θ 6= θ0 so
nivo na znaqajnost α, hipotezata H0 se prifaḱa ako vrz osnova na poda-
tocite x = (x1, ..., xn) vrednosta θ0 e obfatena so intervalot (L(x), U(x)),
kade (L(X1, ..., Xn), U(X1, ..., Xn)) e 100(1 − α)% interval na doverba za θ,
vo sprotivno H0 se otfrla. Znaqi, kritiqnata oblast ima oblik

C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn : L(x) ≥ θ0 ili U(x) ≤ θ0}.

Pri toa, ako statistikite L(X1, ..., Xn) i U(X1, ..., Xn) go opredeluvaat
intervalot na doverba za θ so minimalna dol�ina, togax goleminata
na vaka definiranata kritiqna oblast e α, imeno va�i

P0{(X1, ..., Xn) ∈ C} = 1−P0{L(X1, ..., Xn) < θ0 < U(X1, ..., Xn)} = 1−(1−α) = α.

Taka, znaeme deka 100(1− α)% interval na doverba za σ2 e

(
nS

2

n

b
,
nS

2

n

a
),
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kade a = χn−1,1−α/2 i b = χ2
n−1,α/2, pri xto so χ2

n,α go oznaquvame brojot
(koj se qita od tablica) za koj va�i P{χ2

n > χ2
n,α} = α, kade χ2

n e slu-
qajna promenliva so χ2 raspredelba so n stepeni na sloboda. Togax,
kritiqnata oblast e

C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
ns2

σ2
0

≥ b ili
ns2

σ2
0

≤ a},

kade a = χ2
n−1,1−α/2 i b = χ2

n−1,α/2.

Na sliqen naqin se dobiva deka kritiqnite oblasti pri testiraǌe na

(a) H0 : σ2 = σ2
0, protiv H1 : σ2 > σ2

0,

(b) H0 : σ2 = σ2
0, protiv H1 : σ2 < σ2

0,

soodvetno se dadeni so

(a) C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
ns2

σ2
0

≥ c}, c = χ2
n−1,α,

(b) C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
ns2

σ2
0

≤ c}, c = χ2
n−1,1−α.

(4) Testiraǌe na H0 : m1 = m2, protiv H1 : m1 6= m2, koga σ2
1 i σ2

2 se
poznati.
Povtorno koristime metod so interval na doverba, ovoj pat za razlikata
m1 −m2. Prvo, za centralna statistika ja zemame statistikata

Z =
(Xn1 −m1)− (Y n2 −m2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N (0, 1),

(poka�i!). Zaradi simetriqnosta na raspredelbata na Z, znaqi deka
barame takov broj c taka xto

1− α = P{|Z| < c|H0} = P0{
∣∣∣Xn1 − Y n2√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∣∣∣ < c},

od kade sledi deka
c = Φ−1

0 (
1− α

2
)

i kritiqnata oblast e

C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
∣∣∣ x− y√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∣∣∣ ≥ c}.
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Na sliqen naqin se dobiva deka kritiqnite oblasti pri testiraǌe na

(a) H0 : m1 = m2, protiv H1 : m1 > m2, koga σ2
1 i σ2

2 se poznati,

(b) H0 : m1 = m2, protiv H1 : m1 < m2, koga σ2
1 i σ2

2 se poznati,

soodvetno se dadeni so

(a) C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
x− y√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

≥ c}, c = Φ−1
0 (

1− 2α

2
),

(b) C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
x− y√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

≤ −c}, c = Φ−1
0 (

1− 2α

2
).

(5) Testiraǌe na H0 : m1 = m2, protiv H1 : m1 6= m2, koga σ2
1 = σ2

2 = σ2 ne
se poznati.

Ovoj pat za odreduvaǌe na interval na doverba za m1−m2 za centralna
statistika se koristi statistikata

T =
(Xn1 −m1)− (Y n2 −m2)√

n1S
2

x + n2S
2

y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2) ∼ tn1+n2−2,

(vidi Teorema 3.5). Pa, zaradi simetriqnosta na raspredelbata na T
pri odreduvaǌe na interval na doverba so minimalna dol�ina barame
broj c taka xto

1− α = P{|T | < c|H0} = P0{
∣∣∣ Xn1 − Y n2√

n1S
2

x + n2S
2

y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2)
∣∣∣ < c},

od kade sledi deka
c = tn1+n2−2, α

i kritiqnata oblast e

C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
∣∣∣ x− y√

n1s2
x + n2s2

y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2)
∣∣∣ ≥ c}.

Na sliqen naqin se dobiva deka kritiqnite oblasti pri testiraǌe na

(a) H0 : m1 = m2, protiv H1 : m1 > m2, koga σ2
1 = σ2

2 = σ2 ne se poznati,

(b) H0 : m1 = m2, protiv H1 : m1 < m2, koga σ2
1 = σ2

2 = σ2 ne se poznati,
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soodvetno se dadeni so

(a) C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
x− y√

n1s2
x + n2s2

y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2) ≥ c},

kade c = tn1+n2−2, 2α,

(b) C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
x− y√

n1s2
x + n2s2

y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2) ≤ −c},

kade c = tn1+n2−2, 2α.

(6) Testiraǌe na H0 : σ2
1 = σ2

2, protiv H1 : σ2
1 6= σ2

2.
Kako centralni statistiki pri odreduvaǌe na interval na doverba za
σ2

1/σ
2
2 se koristat statistikite

F1 =
n1(n2 − 1)σ2

2S
2

x

n2(n1 − 1)σ2
1S

2

y

∼ Fn1−1, n2−1, i F2 =
n2(n1 − 1)σ2

1S
2

y

n1(n2 − 1)σ2
2S

2

x

∼ Fn2−1, n1−1,

(vidi Teorema 3.6). Imeno, ako s2
x > s2

y togax kritiqnata oblast e

C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
n1(n2 − 1)s2

x

n2(n1 − 1)s2
y

≥ c}, c = Fn1−1, n2−1, α/2,

i ako s2
x < s2

y togax kritiqnata oblast e

C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
n2(n1 − 1)s2

y

n1(n2 − 1)s2
x

≥ c}, c = Fn2−1, n1−1, α/2.

Pri toa so Fn1, n2, α se oznaquva brojot (koj se qita od tablica) za koja
va�i P{Fn1, n2 > Fn1, n2, α} = α, kade Fn1, n2 e sluqajna promenliva koja ima
Fixerova rspredelba so n1, n2 stepeni na sloboda.

Na sliqen naqin se dobiva deka kritiqnite oblasti pri testiraǌe na

(a) H0 : σ2
1 = σ2

2, protiv H1 : σ2
1 > σ2

2,

(b) H0 : σ2
1 = σ2

2, protiv H1 : σ2
1 < σ2

2,

soodvetno se dadeni so

(a) C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
n1(n2 − 1)s2

x

n2(n1 − 1)s2
y

≥ c}, c = Fn1−1, n2−1, α,

(b) C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
n2(n1 − 1)s2

y

n1(n2 − 1)s2
x

≥ c}, c = Fn2−1, n1−1, α.

Irena Stojkovska



118 5. Testiraǌe na hipotezi

5.3 Testiraǌe na neparametarski hipotezi
Neka X e obele�je so nepoznata funkcija na raspredelba FX. Neparametar-
skite hipotezi se odnesuvaat na funkcijata na raspredelba na obele�jeto X
i ne zavisat od nepoznatite parametri. Postojat nekolku tipa na neparam-
etarski testovi. Testovite na soglasnost ja testiraaat nultata hipoteza
H0 : FX = F , kade F e dadena funkcija na raspredelba, protiv alternativnata
hipoteza H1 : FX 6= F . Ako razgleduvame dve obele�ja X i Y so nepoznati
funkcii na raspredelba FX i FY soodvetno, testovite za homogenost ja te-
stiraaat nultata hipoteza H0 : FX = FY , protiv alternativnata hipoteza
H1 : FX 6= FY . Testovite za nezavisnost ja testiraaat nultata hipoteza
H0 : F = FXFY , kade F e funkcijata na raspredelba na sluqajniot vektor
(X, Y ), protiv alternativnata hipoteza H1 : F 6= FXFY .

5.3.1 Pirsonov χ2-test na soglasnost
Pirsonoviot χ2-test na soglasnost e eden od prvite predlo�eni testovi koj
se temeli na ednostaven matematiqki model. So nego se testira hipotezata
H0 : FX = F , protiv alternativnata hipoteza H1 : FX 6= F , kade FX e nepoz-
natata funkcija na raspredelba na obele�jeto X i F e dadena funkcija na
raspredelba. Glavnite karakteristiki na ovoj test koi mu obezbeduvaat xi-
roka primena se tie xto toj mo�e da se primenuva za proizvolna funkcija na
raspredelba F i realizacijata na test statistikata e lesno presmetliva.

Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Definira-
ǌeto na Pirsonovata χ2 test statistika e dosta ednostavno. Najnapred
go razbivame prostorot od relani broevi na r disjunktni podmno�estva,
odnosno R = S1∪S2∪ · · · ∪Sr, Si∩Sj = ∅, i 6= j. Za sekoj i ∈ {1, 2, ..., r} go oznaqu-
vame so Mi brojot na sluqajni promenlivi od primerokot (X1, X2, ..., Xn) koi
primaat vrednosti od mno�estvoto Si, i neka pi = P{X ∈ Si|H0}. Togax, za
sekoj i ∈ {1, 2, ..., r}, pod pretpostavka H0 da e toqna, sluqajnata promenliva
Mi ima B(n, pi) raspredelba. I bidejḱi E(Mi) = npi, statistikata

χ2 =
r∑
i=1

(Mi − npi)2

npi
(5.10)

dobro go opixuva otstapuvaǌata na sluqajnite promenlivi M1,M2, ...,Mr od
nivnite matematiqki oqekuvaǌa. Statistikata χ2 definirana so (5.10) se
narekuva Pirsonova χ2 statistika. Imeno, se poka�uva deka raspredelbata
na sluqajnata promenliva χ2 asimptotski se stremi kon χ2 raspredelba so
r − 1 stepeni na sloboda, odnosno

χ2 dist−→ χ2
r−1. (5.11)
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Znaejḱi ja asimptotskata raspredelba na test statistikata χ2, mo�e da ja
opredelime kritiqnata oblast so golemina α (nivo na zaqajnost, verojatnost
za grexka od prv vid) za testiraǌe na hipotezata H0. Imeno, bidejḱi

P{χ2 > χ2
r−1,α|H0} ≈ α, (5.12)

kade brojot χ2
r−1,α se qita od tablica, imame deka kritiqnata oblast e

C = {x | χ2 =
r∑
i=1

(mi − npi)2

npi
> χ2

r−1,α},

kade mi e brojot na komponenti od realizacijata x = (x1, ..., xn) na primerokot
(X1, ..., Xn) koi pripaǵaat vo mno�estvoto Si, i ∈ {1, ..., r}. Ova znaqi deka, ako
vrz baza na podatocite x1, ..., xn dobieme deka χ2 > χ2

r−1,α, togax hipotezata
H0 ja otfrlame, vo sprotivno, ako χ2 ≤ χ2

r−1,α, hipotezata H0 ja prifaḱame.
Da zabele�ime deka vo praksa, aproksimacijata (5.12), a so toa i samiot
Pirsonov χ2 - test, dava zadovolitelni rezultati za n ≥ 50 i mi ≥ 5, za sekoj
i ∈ {1, 2, ..., r}.

Pirsonoviot χ2-test mo�e da se modificira i za sluqaj koga hipotezata
H0 : FX = F ne e prosta, odnosno koga funkcijata na raspredelba F zavisi od
nepoznati prametri. Vo toj sluqaj nultata hipoteza e H0 : FX ∈ {F (x, θ)|θ ∈
Θ}, pa verojatnostite pi(θ) = P{X ∈ Si|H0}, i ∈ {1, 2, ..., r} zavisat od nepozna-
tiot parametar θ. Togax, i Pirsonovata χ2 statistika isto taka ḱe zavisi
od nepoznatiot parametar, odnosno

χ2(θ) =
r∑
i=1

(Mi − npi(θ))2

npi(θ)
. (5.13)

Neka θ = (θ1, ..., θj), kade j ≤ r− 1, odnosno funkcijata na raspredelba F ima j
nepoznati parametri. Se poka�uva deka ako θ̂ e maksimalno podoben ocenuvaq
za θ, togax va�i

χ2(θ̂)
dist−→ χ2

r−j−1. (5.14)

Imeno, ova znaqi deka vo sluqaj koga funkcijata na raspredelba F ima nepoz-
nati parametri (vkupno j nepoznati parametri), najnapred tie se zamenuvaat
so nivni ocenki vrz baza na dadenite podatoci x1, ..., xn i so toa raspredel-
bata F e potpolno odredena. Pa, zaradi (5.14), vo ovoj sluqaj kritiqnata
oblast ḱe bide

C = {x | χ2 =
r∑
i=1

(mi − npi)2

npi
> χ2

r−j−1,α},

pa ako χ2 > χ2
r−j−1,α, togax hipotezata H0 ja otfrlame, vo sprotivno, ako

χ2 ≤ χ2
r−j−1,α, hipotezata H0 ja prifaḱame.
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5.3.2 Kolmogorov test na soglasnost
Koga pri testiraǌe na hipotezata H0 : FX = F , funkcijata na raspredelba
F e neprekinata, za test statistika mo�e da se zeme Kolmogorovata test
statistika definirana so

Dn = Dn(X1, ..., Xn) = sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)|, (5.15)

kade (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�eto X i Fn(x) e empiriskata
funkcija na raspredelba na primerokot.

Se poka�uva deka pri golemi vrednosti na n, sluqajnata promenliva
√
nDn

ima asimptotska funkcija na raspredelba

K(x) = lim
n→∞

P{
√
nDn ≤ x} = 1 + 2

∞∑
k=1

(−1)ke−2k2x2 , x > 0,

koja se narekuva Kolmogorova raspredelba.
Togax, znaejḱi ja raspredelbata na test statistikata, mo�e da se opre-

deli kritiqnata vrednost c0 od kritiqnata oblast C pri testiraǌe na H0 :
FX = F so nivo na znaqajnost α, od uslovot

P{Dn(X1, ..., Xn) > c0|H0} = α.

Se izveduva deka kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | Dn(x) > dn,α},

kade vrednosta dn,α e takva da P{Dn > dn,α} = α i se qita od tablica. Dodeka
pak, pri golemi vrednosti na n ≥ 100, kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | Dn(x) > c0},

kade kritiqnata vrednost c0 mo�e da se presmetuva so primena na slednata
tablica.

α 0,10 0,05 0,01

c0
1,22√
n

1,36√
n

1,63√
n

Vo praksa, vrednosta na statistikata Dn(x) = dn za dadena niza od statis-
tiqki podatoci x = (x1, ..., xn) so podreden oblik x(1) ≤ ... ≤ x(n) se presmetuva
spored formulata

dn = max
1≤i≤n

|Fn(x(i))− F (x(i))|,
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odnosno spored formulata

dn = max
1≤i≤r

|Fn(ai)− F (ai)|,

kade ai, i = 1, ..., r se desnite granici na intervalite pri intervalo zadadeni
statistiqki podatoci. Pa, ako dn > dn,α (odnosno dn > c0 pri vrednosti n ≥
100), togax hipotezata H0 ja otfrlame, vo sprotivno, ako dn ≤ dn,α (odnosno
dn ≤ c0 pri vrednosti n ≥ 100), hipotezata H0 ja prifaḱame.

5.3.3 Test za homogenost na Kolmgorov-Smirnov
Kolmogorovata raspredelba naoǵa primena i pri konstrukcija na statis-
tiqkiot test za testiraǌe na hipotezata H0 : FX = FY , kade FX i FY se
funkciite na raspredelba na neprekinatite obele�ja X i Y soodvetno. Neka
(X1, .., Xn1) i (Y1, .., Yn2) se dva nezavisni primeroka koi odgovaraat na obe-
le�jata X i Y soodvetno. Vo ovoj sluqaj se koristi test statistikata na
Kolmogorov-Smirnov definirana so

D n1n2
n1+n2

= D n1n2
n1+n2

(X1, ..., Xn1 , Y1, ..., Yn2) = sup
x∈R
|Fn1(x)− Fn2(x)|, (5.16)

kade Fn1(x) i Fn2(x) se empiriskite funkcii na raspredelba na primerocite
(X1, .., Xn1) i (Y1, .., Yn2) soodvetno. Ako hipotezata H0 e toqna, togax em-
piriskite funkcii na raspredelba Fn1(x) i Fn2(x) ocenuvaat edna ista fun-
kcija na raspredelba FX = FY = F , pa za golemi vrednosti na n1 i n2 prirodno
e da se oqekuvaat mali realizirani vrednosti na test statistikata D n1n2

n1+n2

.
Se poka�uva deka pri golemi vrednosti na n1 i n2, sluqajnata promenliva√
n1n2

n1+n2
D n1n2

n1+n2

ima asimptotski Kolmogorova raspredelba. Togax, kritiqnata

vrednost c0 od kritiqnata oblast C pri testiraǌe na H0 so nivo na znaqa-
jnost α, se opredeluva od uslovot

P{D n1n2
n1+n2

(X1, ..., Xn1 , Y1, ..., Yn2) > c0|H0} = α.

Se dobiva deka kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {(x, y) | D n1n2
n1+n2

(x, y) > d n1n2
n1+n2

, α},

kade vrednosta dn,α e takva da P{Dn > dn,α} = α i se qita od tablica. I ako
ja oznaqime so d n1n2

n1+n2

realizacijata na statistikata D n1n2
n1+n2

(x, y) za dadeni
nizi statistiqki podatoci x = (x1, ..., xn1) i y = (y1, ..., yn2), togax ako d n1n2

n1+n2

>

d n1n2
n1+n2

, α, hipotezata H0 ja otfrlame, vo sprotivno, ako d n1n2
n1+n2

≤ d n1n2
n1+n2

, α, togax
hipotezata H0 ja prifaḱame.
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5.3.4 χ2-test za nezavisnost
Prethodno zboruvavme za zavisnosta meǵu obele�jata X i Y , vrz osnova
dvodimenzionalnite statistiqki podatoci (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn), izrazena
preku vrednostite na odredeni parametri (krivi na regresija, pravi na
regresija, koeficient na korelacija, otstapuvaǌe od statistiqka nezavis-
nost, stepen na statistiqka zavisnost) i nivnata geometriska interpretacija
(vidi Deskriptivna statistika, Dvodimenzionalni obele�ja). Ovde ḱe se
zadr�ime na testiraǌe na hipotezata H0 : X i Y se nezavisni sluqajni pro-
menlivi, koja simboliqki mo�e da se zapixe kako H0 : F = FXFY , kade FX i
FY se nepoznatite funkcii na raspredelba na obele�jata X i Y soodvetno,
i F e funkcijata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ).

Neka ((X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn)) e dvodimenzionalen primerok koj odgo-
vara na dvodimenzionalnoto obele�je (X, Y ). Vrz osnova na ovoj primerok
ḱe konstruirame statistiqki test za testiraǌe na hipotezata H0. Neka
(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) e realizacija na dvodimenzionalniot primerok dadena
so tabelata na kontingencija na qestotite, Tabela 2.6, i soodvetnata tabela
na kontingencija na relativnite qestoti, Tabela 2.7. Vo sluqaj koga X i
Y se neprekinati obele�ja, po grupiraǌeto na podatocite vo intervali, ja
koristime Tabela 2.11.

Ako hipotezata H0 e toqna, togax od uslovot za nezavisnost na dve sluqa-
jni promenlivi od diskreten tip va�i

pi,j = qirj, i = 1, ..., r, j = 1, ..., s (5.17)

(pri toa gi koristime oznakite od gore spomenatite tabeli). Pa, ako go
oznaqime so t = (q1, ..., qr, r1, ..., rs) vektorot od nepoznati parametri, zaradi
(5.17) i uslovite

r∑
i=1

s∑
j=1

pij = 1,
r∑
i=1

qi = 1,
s∑
j=1

rj = 1,

ne se site negovi komponenti nezavisni, imeno postojat dve funkcionalni
zavisnosti, i togax dimenzijata na vektorot t e r + s− 2.

Ponatamu, so Mij go oznaquvame brojot na sluqajni parovi od primero-
kot ((X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn)) koi ja primaat vrednosta (ai, bj), povtorno se
koristime so oznakite od gore spomenatite tabeli, i neka

Gi = Mi1 +Mi2 + ...+Mis, i = 1, ..., r, Hj = M1j +M2j + ...+Mrj, j = 1, ..., s. (5.18)

Togax, sliqno kako Pirsonovata χ2 statistika (5.10), pod pretpostavka H0

da e toqna, statistikata

D =
r∑
i=1

s∑
j=1

(Mij − npij)2

npij
=

r∑
i=1

s∑
j=1

(Mij − nqirj)2

nqirj

dist−→ χ2
rs−1, (5.19)
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go karakterizira otstapuvaǌeto na sluqajnite promenlivi Mij od nivnite
matematiqki oqekuvaǌa, odnosno od teoriskata raspredelba i taa ima χ2

raspredelba so rs− 1 stepeni na sloboda, spored (5.11).
I sliqno kako vo (5.13), bidejḱi pij zavisat od vektorot od nepoznati

parametri t, togax i statistikata (5.19) ḱe zavisi od t, odnosno

D(t) =
r∑
i=1

s∑
j=1

(Mij − npij(t))2

npij(t)
=

r∑
i=1

s∑
j=1

(Mij − nqi(t)rj(t))2

nqi(t)rj(t)
. (5.20)

Neka T̂ e maksimalno podoben ocenuvaq za t, i bidejḱi dimenzijata na t e
r + s− 2, sliqno kako vo (5.14), statistikata D(T̂ ) ḱe ima χ2 raspredelba so
rs− (r + s− 2)− 1 = rs− r − s+ 1 = (r − 1)(s− 1) stepeni na sloboda, odnosno

D(T̂ ) =
r∑
i=1

s∑
j=1

(Mij − npij(T̂ ))2

npij(T̂ )
=

r∑
i=1

s∑
j=1

(Mij − nqi(T̂ )rj(T̂ ))2

nqi(T̂ )rj(T̂ )

dist−→ χ2
(r−1)(s−1).

(5.21)
Od ravenstvata

qi(T̂ ) =
Gi

n
, i = 1, ..., r, rj(T̂ ) =

Hj

n
, j = 1, ..., s,

kade Gi i Hj se definirani so (5.18), statistikata D(T̂ ) mo�e da ja zapixeme
vo ekvivalenten oblik

D(T̂ ) =
r∑
i=1

s∑
j=1

(Mij − GiHj
n

)2

GiHj
n

= n
( r∑
i=1

s∑
j=1

M2
ij

GiHj

− 1
)
. (5.22)

Togax, za opredeluvaǌe na kritiqnata oblast so golemina α za testiraǌe
na hipotezata H0 se koristime so pribli�noto ravenstvo

P{D(T̂ ) > χ2
(r−1)(s−1), α} ≈ α,

i zakluquvame deka kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {(x, y) | d =
r∑
i=1

s∑
j=1

(fij − gihj
n

)2

gihj
n

= n
( r∑
i=1

s∑
j=1

f 2
ij

gihj
− 1
)

= nf 2 > χ2
(r−1)(s−1), α},

kade fij, gi, hj se qestotite koi za nizata podatoci (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)
dadeni se so Tabela 2.6, i f 2 e otstapuvaǌeto od statitiqkata nezavisnost
definirano so (2.13). Toa znaqi deka, ako d > χ2

(r−1)(s−1), α, togax hipotezata
H0 ja otvfrlame, i ako d ≤ χ2

(r−1)(s−1), α, togax hipotezata H0 ja prifaḱame.
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6

Regresiona analiza

Pri mereǌe na poveḱe obele�ja, qesto se postavuva praxaǌeto kako tie zavi-
sat edno od drugo. Na primer, kako zavisi nivoto na holesterolot vo krvta
od vozrasta na individuata, kako zavisi potroxuvaqkata na elektriqnata
energija vo domaḱinstvoto od nadvorexnata temperatura i meseqnite pri-
maǌa na qlenovite na domaḱinstvoto i sliqno. Pri toa promenlivata koja e
predmet na istra�uvaǌeto se narekuva zavisna promenliva i se oznaquva so
Y i taa e sluqajna promenliva (na primer, nivoto na holesterolot vo krvta,
odnosno potroxuvaqkata na elektriqnata energija vo domaḱinstvoto), dodeka
promenlivata koja mo�e da se kontrolira i koja vlijae na promenite na zav-
isnata promenliva se narekuva nezavisna promenliva i vo opxt sluqaj niv
mo�e da gi ima poveḱe od edna i se oznaquvaat so x(1), ..., x(r) i tie ne se sluqa-
jni promenlivi (na primer, vozrasta na individuata, odnosno nadvorexnata
temperatura i meseqnite primaǌa na qlenovite na domaḱinstvoto).

Odreduvaǌeto na zavisnosta na promenlivata Y od nezavisnite promen-
livi x(1), ..., x(r) e preku formiraǌe na matematiqki model koj ḱe ja izrazuva
taa zavisnost. Bidejḱi vo realnite situacii na zavisnosta qesto vlijaat i
nekoi sluqajni faktori (na primer, grexki pri mereǌata), treba i tie da
bidat zemeni vo predvid pri formiraǌeto na modelot. Opxtiot oblik na
ovoj model nareqen model na regresija e

Y = ft(x
(1), ..., x(r)) + ε, (6.1)

kade funkcijata ft se narekuva regresiona funkcija i zavisi od parametarot
t koj mnogu qesto e vektorski parametar, a ε e sluqajna komponenta so E(ε) =
0 i D(ε) = σ2.

Koga imame samo edna nezavisna promenliva x, stanuva zbor za model na
ednodimenzionalna regresija t.e.

Y = ft(x) + ε, (6.2)



126 6. Regresiona analiza

a koga se poveḱe od edna nezavisna promenliva, imame model na poveḱe-
dimenzionalna regresija.

Izborot na soodvetniot model na regresija zavisi od konkretnata si-
tuacija. Zatoa, vo sluqaj na ednodimenzionalna regresija, najnapred se
prika�uvaat grafiqki statistiqkite podatoci (x1, y1), ..., (xn, yn), kade x1, ..., xn
se vrednosti na nezavisnata promenliva x, a y1, ..., yn se soodvetnite vred-
nosti na sluqajnata promenliva Y dobieni kako rezultat na nabǉuduvaǌa
ili mereǌa, a potoa se bara opxtiot oblik i otstapuvaǌata od ovoj oblik,
so cel da se najde matematiqkiot model koj najdobro bi go opixal oblikot.

Osnovnata zadaqa na regresionata analiza e da posle izborot na mode-
lot, vrz osnova na nizata statistiqki podatoci, da gi proceni nepoznatite
parametri t i σ2. Poprecizno ka�ano, vo sluqaj na ednodimenzionalna regre-
sija, treba da se definiraat ocenuvaqi za nepoznatite parametri t i σ2, vrz
osnova na primerokot (x1, Y1), ..., (xn, Yn), kade x1, ..., xn se vrednosti na nezavis-
nata promenliva x i Y1, ..., Yn se soodvetnite sluqajni promenlivi definirani
so

Yi = ft(xi) + εi, i = 1, ..., n, (6.3)

pri xto za sluqajnite promenlivi ε1, ..., εn pretpostavuvame deka se nezavisni
so E(εi) = 0 i D(εi) = σ2, i = 1, ..., n.

6.1 Linearna regresija
Ako regresionata funkcija ft vo (6.1) e linearna, stanuva zbor za linearen
model na regresija. Ako kaj linearniot model imame samo edna nezavisna
promenliva x, togax takviot model e prost linearen model na regresija,
i togax t = (a, b), pa modelot e

Y = ax+ b+ ε, (6.4)

kade a i b se parametri i ε e sluqajna promenliva so E(ε) = 0 i D(ε) = σ2.
Da zabele�ime deka togax,

E(Y ) = E(ax+ b+ ε) = ax+ b+ E(ε) = ax+ b,

D(Y ) = D(ax+ b+ ε) = D(ε) = σ2,

zatoa xto ax+ b ne e sluqajna promenliva.
Smislata na modelot (6.4) e slednata. Sluqajnata promenliva Y zavisi

od promenlivata x, na toj naqin xto za sekoj x = xi, Yi = axi + b + εi ima
eden deterministiqki sobirok koj e linearna funkcija od xi t.e. axi + b i
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stohastiqki sobirok εi koj pretstavuva sluqajna oscilacija okolu determin-
istiqkiot sobirok zatoa xto E(εi) = 0. Pri edno realizirano mereǌe, dobi-
vame edna realizacija na primerokot (x1, Y1), ..., (xn, Yn), koja ja oznaquvame so
(x1, y1), ..., (xn, yn). Nejziniot grafiqki prikaz ima tendencija na grupitaǌe
okolu pravata y = ax + b. Grupiraǌeto zavisi od raspredelbata na ε1, ..., εn,
imeno kolku nivnata disperzija D(εi) = σ2, i = 1, ..., n e pogolema, tolku ras-
turaǌeto na tie toqki okolu pravata y = ax+ b e pogolemo.

6.1.1 Ocenuvaǌe na parametrite na regresija
Vrz osnova na primerokot (x1, Y1), ..., (xn, Yn), treba da najdeme ocenuvaqi â,
b̂, σ̂2 za nepoznatite parametri a, b, σ2 na linearniot model na regresija
(6.4). Bez voveduvaǌe na dopolnitelni pretpostavki za raspredelbata na
sluqajnite promenlivi εi, so metodot na najmali kvadrati mo�e da se najdat
ocenuvaqite â i b̂.

Neka (x1, y1), ..., (xn, yn) e realizacija na primerokot (x1, Y1), ..., (xn, Yn), to-
gax za realizaciite â′ i b̂′ na ocenuvaqite â i b̂, spored metodot na najmali
kvadrati treba da va�i

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(yi − axi − b)2 =
n∑
i=1

(yi − â′xi − b̂′)2.

Pa, sliqno kako prethodno (vidi Deskriptivna statistika, Dvodimenzion-
alni obele�ja, oreduvaǌe na koeficientite na pravata na regresija), so
rexavaǌe na sistemot

∂S(a, b)

∂a
= 0,

∂S(a, b)

∂b
= 0,

kade

S(a, b) =
n∑
i=1

(yi − axi − b)2,

se dobivaat rexenijata (ocenkite na a i b dobieni so metodot na najmali
kvadrati)

â′ =
sxy
s2
x

, b̂′ = y − â′x,

kade

x =
1

n

n∑
i=1

xi, y =
1

n

n∑
i=1

yi, s
2
x =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2,

sxy =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y),

Irena Stojkovska



128 6. Regresiona analiza

(poka�i!). Ako oznaqime so

Y =
1

n

n∑
i=1

Yi,

togax ocenuvaqite dobieni so metod na najmali kvdrati, statistiki koi za-
visat od primerokot (x1, Y1), ..., (xn, Yn) se

â =
1

ns2
x

n∑
i=1

(xi − x)(Yi − Y ) =
1

ns2
x

n∑
i=1

(xi − x)Yi, (6.5)

b̂ = Y − âx =
1

n

n∑
i=1

(
1− x

s2
x

(xi − x)
)
Yi, (6.6)

(poka�i!). Isto taka, spored metodot na najmali kvadrati, kako ocenuvaq za
σ2 mo�e da se zeme

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − (âxi + b̂))2. (6.7)

Bidejḱi E(Yi) = axi + b i D(Yi) = σ2, za ocenuvaqite â i b̂ imame

E(â) = E
( 1

ns2
x

n∑
i=1

(xi − x)Yi

)
=

1

ns2
x

n∑
i=1

(xi − x)E(Yi) =
1

ns2
x

n∑
i=1

(xi − x)(axi + b) =

=
1

s2
x

(a
n

n∑
i=1

(x2
i − xix) +

b

n

n∑
i=1

(xi − x)
)

=
1

s2
x

(as2
x + b · 0) = a,

E (̂b) = E(Y − âx) = E(Y )− E(â)x =
1

n

n∑
i=1

E(Yi)− ax =

=
1

n

n∑
i=1

(axi + b)− ax = ax+ b− ax = b,

xto znaqi deka â i b̂ se nepristrasni ocenuvaqi za a i b soodvetno. Ponatamu,
od nezavisnosta na εi, i = 1, ..., n sledi i nezavisnosta na Yi = axi + b + εi,
i = 1, ..., n (poka�i!). Zatoa, za disperziite na â i b̂ imame

D(â) =
σ2

ns2
x

→ 0, D(̂b) =
σ2

n

(
1 +

x2

s2
x

)
→ 0,

koga n→∞ (poka�i!), od kade zakluquvame deka â i b̂ se konzistentni ocenu-
vaqi za a i b soodvetno.
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Ako sega ja razgledame statistikata âx+ b̂ kako ocenuvaq za ax+ b, bidejḱi

E(âx+ b̂) = ax+ b, D(âx+ b̂) =
σ2

n

(
1 +

(x− x)2

s2
x

)
→ 0,

koga n→∞ (poka�i!), zakluquvame deka âx+ b̂ e nepristrasen i konzistenten
ocenuvaq za ax+ b.

No, za ocenuvaqot σ̂2 definiran so (6.7) imame

E(σ̂2) = E
( 1

n

n∑
i=1

(Yi − (âxi + b̂))2
)

=
n− 2

n
σ2

(poka�i!), od kade zakluquvame deka toj ne e nepristrasen ocenuvaq za σ2.
Zatoa, negovata korekcija, ocenuvaqot

σ̆2 =
1

n− 2

n∑
i=1

(Yi − (âxi + b̂))2 (6.8)

e nepristrasen ocenuvaq za σ2.
Za da gi koristime najdenite ocenuvaqi pri baraǌe na intervali na

doverba i tesiraǌe na hipotezi za parametrite na regresija, potrebno e da
gi znaeme i nivnite raspredelbi, toqni ili asimptotski. Taka, vo sluqaj na
golem primerok, od centralnata graniqna teorema, sledi deka ocenuvaqite
â i b̂ se asimptotski normalni ocenuvaqi za a i b soodvetno, odnosno

â
dist−→ N

(
a,

σ2

ns2
x

)
, b̂

dist−→ N
(
b,
σ2

n

(
1 +

x2

s2
x

))
.

Istoto va�i i za ocenuvaqot âx + b̂, za koj se poka�uva deka e asimptocki
normalen ocenuvaq za ax+ b, odnosno

âx+ b̂
dist−→ N

(
ax+ b,

σ2

n

(
1 +

(x− x)2

s2
x

))
.

Pa, bri baraǌe na intervali na doverba i testiraǌe na hipotezi za a, b i
ax+b vrz osnova na golem primerok, se koristime so gorespomenatite raspre-
delbi, pri xto nepoznatiot parametar σ2 go zamenuvame so realizacija na
ocenuvaqot definiran so (6.7) ili (6.8), xto vo praksa nema golemo znaqeǌe
koja ocenka ḱe se odbere zatoa xto za golemi vrednosti na n razlikata meǵu
dvete ocenki e neznaqitelna.

Za da gi najdeme toqnite raspredelbi na ocenuvaqite â i b̂, vo sluqaj na
mal primerok potrebni se dopolnitelni pretpostavki za sluqajnite promen-
livi εi, i = 1, ..., n vo linearniot model na regresija Yi = axi+ b+εi, i = 1, ..., n.
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Imeno, pokraj nezavisnosta se pretpostavuva i deka εi ∼ N (0, σ2), i = 1, ..., n.
Od tuka sledi deka i sluqajnite promenlivi Yi, i = 1, ..., n se nzavisni i za
nivnite raspredelbi va�i

Yi ∼ N (axi + b, σ2), i = 1, ..., n.

Pa togax, za toqnite raspredelbi na ocenuvaqite â i b̂ definirani so (6.5)
i (6.6) soodvetno, imame

â ∼ N
(
a,

σ2

ns2
x

)
, b̂ ∼ N

(
b,
σ2

n

(
1 +

x2

s2
x

))
,

bidejḱi pretstavuvaat linearna kombinacija od sluqajnite promenlivi Yi,
i = 1, ..., n. Vo ovoj sluqaj, sluqajnata promenliva σ̂2 definirana so (6.7),
a isto taka i koregiraniot ocenuvaq σ̆2 definiran so (6.8), pretstavuvaaat
zbir od kvadrati na odredeni linearni kombinacii od normalno rasprede-
leni sluqajni promenlivi Yi, â i b̂, koi ne se nezavisni. No, se poka�uva deka,
i vo toj sluqaj, raspredelbata na taka pretstavenata sluqajna promenliva e
hi-kvadrat raspredelba. Imeno, va�i

n

σ2
σ̂2 ∼ χ2

n−2, odnosno
n− 2

σ2
σ̆2 ∼ χ2

n−2.

Isto taka, se poka�uva deka â i σ̂2, no i b̂ i σ̂2 se nezavisni, xto pomaga
pri odreduvaǌe na toqnite raspredelbi na statistikite koi se koristat pri
naoǵaǌe na intervalite na doverba i testiraǌe na hipotezite za parametrite
a, b i ax+ b, imeno va�i

T1 =
(â− a)

√
(n− 2)s2

x

σ̂
=

(â− a)
√
ns2

x

σ̆
∼ tn−2,

T2 =
(̂b− b)

√
(n− 2)s2

x

σ̂
√
s2
x + x2

=
(̂b− b)

√
ns2

x

σ̆
√
s2
x + x2

∼ tn−2,

T3 =
(âx+ b̂− ax− b)

√
(n− 2)s2

x

σ̂
√
s2
x + (x− x)2

=
(âx+ b̂− ax− b)

√
ns2

x

σ̆
√
s2
x + (x− x)2

∼ tn−2

(poka�i!).
Ocenuvaqi za parametrite na regresija a, b i σ2 mo�e da se najdat i so

metod na maksimalna podobnost. No, i vo toj sluqaj potrebni se dopol-
nitelnite pretpostavki za normalna raspredelenost na sluqajnite promen-
livi εi, i = 1, ..., n vo linearniot model na regresija Yi = axi+ b+εi, i = 1, ..., n,
imeno pokraj nezavisnosta se pretpostavuva i deka εi ∼ N (0, σ2), i = 1, ..., n.
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Go oznaquvame so t = (a, b, σ2) vektorot od nepoznati parametri koj pripaǵa
na prostorot od parametri

Θ = {(a, b, σ2) | a ∈ R, b ∈ R, σ2 > 0}.

Togax, funkcijata na podobnost e

L(x, y, t) = (2πσ2)−n/2 exp{− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − axi − b)2}.

So rexavaǌe na sistemot ravenki na podobnost

∂ lnL(x, y, t)

∂a
= 0,

∂ lnL(x, y, t)

∂b
= 0,

∂ lnL(x, y, t)

∂σ2
= 0,

po a, b i σ2 se dobivaat rexenijata

a =
sxy
s2
x

, b = y − ax, σ2 =
1

n

n∑
i=1

(axi + b− yi)2

(poka�i!), od kade zakluquvame deka maksimalno podobni (ML) ocenuvaqi za
a, b i σ2, se â, b̂ i σ̂2, definirani so (6.5), (6.6) i (6.7) soodvetno.
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A Nekoi pomoxni tvrdeǌa
Delta metod. Neka va�i

an(Xn − θ)
dist.−→ Z,

kade θ e konstanta, {an} e niza od realni broevi taka xto limn→+∞ = +∞ i
Z e sluqajna promenliva. Ako g(x) e neprekinato diferencijabilna funkcija vo
x = θ, togax

an(g(Xn)− g(θ))
dist.−→ g′(θ)Z.

Dokaz. Od an(Xn − θ)
dist.−→ Z se dobiva deka Xn

P−→ θ. Imeno za ε > 0,

P{|Xn − θ| < ε} = P{−anε < an(Xn − θ) < anε} −→ FZ(+∞)− FZ(−∞) = 1,

koga n→ +∞. Ponatamu, od uslov g(x) e neprekinata funkcija, pa nejziniot
Tajlorov razvoj vo x = θ e

g(Xn) = g(θ) + g′(θ∗n)(Xn − θ),

kade θ∗n e meǵu Xn i θ, odnosno va�i |θ∗n − θ| ≤ |Xn − θ|. Zatoa, od Xn
P−→ θ,

sledi deka θ∗n
P−→ θ, i od g′(x) neprekinata vo x = θ seledi deka g′(θ∗n)

P−→ g(θ).
Sega,

an(g(Xn)− g(θ)) = g′(θ∗n)an(Xn − θ)
dist.−→ g′(θ)Z,

spored teoremata na Slutsky za Xn = an(Xn − θ) i Yn = g′(θ∗n). Zabelexka.
Tvrdeǌeto va�i i vo poopxt sluqaj, koga g(x) ne mora da e neprekinato
diferencijabilna funkcija.

Teorema na Slutsky. Neka Xn
dist.−→ X i Yn

P−→ θ, kade θ e konstanta. Togax,

(i) Xn + Yn
dist.−→ X + θ,

(ii) XnYn
dist.−→ θX,

(ii) Xn
Yn

dist.−→ X
θ
.
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B Tablici
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Tablica 1: Vrednosti na funkcijata Φ(x) = 1√
2π
e−x

2/2, [7]
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Tablica 2: Vrednosti na funkcijata Φ0(x) = 1√
2π

∫ x
0
e−u

2/2du, [7]
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Tablica 3: Tablica na Hi-kvadrat raspredelba P{χ2
n ≥ χ2

n,p} = p, [7]
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Tablica 4: Tablica na Studentova raspredelba P{|tn| ≥ tn,p} = p, [7]
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Tablica 5: Tablica na Fixerova raspredelba P{Fkb,ki ≥ Fkb,ki,α} = α, [1]
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Tablica 5: (prodol�enie)
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Tablica 5: (prodol�enie)
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Tablica 5: (prodol�enie)
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Tablica 6: Tablica na Kolmogorova raspredelba P{Dn ≥ dn,α} = α, [8]
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