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2 SODR�INA



1

Elementi od teorija na verojatnost

Zadaqa 1.1. Ako X1, X2, ..., Xn se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni
promenlivi so Bernulievi 0, 1 raspredelbi so parametar p, 0 < p < 1, togax
sluqajnata promenliva Y = X1 +X2 + ...+Xn ∼ B(n, p). Poka�i.

Zadaqa 1.2. Vrskata meǵu Poasonova i Binomna raspredelba e slednata

lim
n→∞, np→a

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

ak

k!
e−a.

Poka�i.

Rexenie. Imame deka(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k =

=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!
pk(1− p)n−k

=
(np)k

k!
· n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

nk
(1− p)n−k

=
(np)k

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
(1− p)n−k.

Bidejḱi, (1− p)n−k =
(
(1− p)−1/p

)−np+kp → e−a, koga np→ a i p→ 0, imame deka(
n

k

)
pk(1− p)n−k → ak

k!
e−a,

koga n→∞, np→ a, p→ 0.



4 1. Elementi od teorija na verojatnost

Zadaqa 1.3. Ako X1, X2, ..., Xn se nezavisni sluqajni promenlivi, pri xto Xi ∼
P (ai), i = 1, 2, ..., n, togax sluqajnata promenliva Y = X1 +X2 + ...+Xn ∼ P(a),
kade a = a1 + a2 + ...+ an. Poka�i.

Zadaqa 1.4. Ako sluqajnata promenliva X ima N (µ, σ2) raspredelba, togax
sluqajnata promenliva Y = X−µ

σ
ima N (0, 1) raspredelba. Poka�i.

Rexenie. Neka x ∈ R e proizvolen. Togax, za funkcijata na raspredelba za
Y imame

FY (x) = P{Y ≤ x} = P{X−µ
σ
≤ x} = P{X ≤ σx+ µ} = FX(σx+ µ),

od kade gustinata na raspredelba na Y e

pY (x) = F ′Y (x) = F ′X(σx+ µ) · σ = pX(σx+ µ) · σ =

= σ · 1√
2π · σ

· e−
(σx+µ−µ)2

2σ2 =
1√
2π
· e−

x2

2 ,

i zakluquvame deka Y ∼ N (0, 1).

Zadaqa 1.5. Poka�i deka za sluqajnata promenliva X ∼ N (µ, σ2) va�i pra-
viloto na tri sigmi, odnosno

P{µ− 3σ ≤ X ≤ µ+ 3σ} = 0, 9973 = 99, 7%.

Rexenie. Od Svojstvo 1.4 imame deka Y = X−µ
σ
∼ N (0, 1). Togax,

P{µ− 3σ ≤ X ≤ µ+ 3σ} = P{−3σ ≤ X − µ ≤ 3σ} =

= P{−3 ≤ X−µ
σ
≤ 3} = P{−3 ≤ Y ≤ 3} =

= Φ0(3)− Φ0(−3) = 2Φ0(3) = 2 · 0, 49867 = 0, 9973 ≈ 99, 7%,

kade Φ0(x) = 1√
2π

∫ x
0
e−u

2/2du e Laplasoviot integral qii vrednosti se qitaat
od tablica.

Zadaqa 1.6. Ako Xi ∼ N (µi, σ
2
i ), i = 1, 2, ..., n se nezavisni sluqajni promenlivi,

togax Y = a1X1+...+anXn ∼ N (µ, σ2) kade µ = a1µ1+...+anµn i σ2 = a2
1σ

2
1+...+a2

nσ
2
n.

Poka�i.

Rexenie. Karakteristiqnite funkcii na sluqajnite promenlivi Xi ∼ N (µi, σ
2
i ),

i = 1, 2, ..., n se
ϕXi(t) = EeitXi = eitµi−σ

2
i t

2/2, i = 1, 2, ..., n.
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1. Elementi od teorija na verojatnost 5

Od svojstvoto na karakteristiqna funkcija na linearno zavisna promenliva
t.e. ϕaX+b(t) = eitb · ϕX(at), imame

ϕaiXi(t) = ϕXi(ait) = eitaiµi−σ
2
i a

2
i t

2/2.

Bidejḱi Xi, i = 1, 2, ..., n se nezavisni, za karakteristiqnata funkcija na Y =
a1X1 + ...+ anXn imame

ϕY (t) = ϕa1X1+...+anXn(t) =
n∏
i=1

ϕaiXi(t) =
n∏
i=1

eitaiµi−σ
2
i a

2
i t

2/2 =

= eit
∑n
i=1 aiµi−(

∑n
i=1 σ

2
i a

2
i )t

2/2,

znaqi Y ∼ N (µ, σ2) kade µ =
∑n

i=1 aiµi i σ2 =
∑n

i=1 a
2
iσ

2
i .

Zadaqa 1.7. Ako X ∼ U(0, β), togax Y = (− 1
β

ln(X
β

)) ∼ E(β). Poka�i.

Zadaqa 1.8. Ako Xi, i = 1, 2, ..., n se nezavisni sluqajni promenlivi taka xto
Xi ∼ Γ(αi, β), i = 1, 2, ..., n, togax Y = X1 + ...+Xn ∼ Γ(α, β) kade α = α1 + ...+αn.
Poka�i.

Rexenie. Karakteristiqnite funkcii na sluqajnite promenlivi Xi ∼ Γ(αi, β),
i = 1, 2, ..., n se

ϕXi(t) = (1− itβ)−αi , i = 1, 2, ..., n.

Bidejḱi Xi, i = 1, 2, ..., n se nezavisni, za karakteristiqnata funkcija na Y =
X1 + ...+Xn imame

ϕY (t) = ϕX1+...+Xn(t) =
n∏
i=1

(1− itβ)−αi = (1− itβ)−
∑n
i=1 αi ,

od kade zakluquvame deka Y ∼ Γ(α, β) kade α =
∑n

i=1 αi.

Zadaqa 1.9. Ako X ∼ N (0, 1), togax Y = X2 ∼ χ2
1. Poka�i.

Rexenie. Neka x > 0, togax za funkcijata na raspredelba na Y imame

FY (x) = P{Y ≤ x} = P{X2 ≤ x} = P{|X| ≤
√
x} = FX(

√
x)− FX(−

√
x).

Gustinata na raspredelba na Y e

pY (x) = F ′Y (x) = F ′X(
√
x) · 1

2
√
x
− F ′X(−

√
x) · (− 1

2
√
x
) =

= 1
2
√
x
· (pX(

√
x) + pX(−

√
x)) = 1

2
√
x
· ( 1√

2π
e−x/2 + 1√

2π
e−x/2) =

= 1
2
√
x
· 2 · 1√

2π
e−x/2 = 1√

2πx
e−x/2 = x−1/2e−x/2

21/2Γ(1/2)
,

zatoa xto Γ(1/2) =
√
π. Znaqi, Y ∼ χ2

1.
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6 1. Elementi od teorija na verojatnost

Zadaqa 1.10. Ako X1 ∼ N (µ, σ2), togax Y = (X−µ)2

σ2 ∼ χ2
1. Poka�i.

Zadaqa 1.11. Ako Xi, i = 1, 2, ..., n se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqa-
jni promenlivi so N (0, 1) raspredelbi, togax Y = X2

1 + ...+X2
n ∼ χ2

n. Poka�i.

Rexenie. Od Svojstvo 1.9 imame deka X2
i ∼ χ2

1 ≡ Γ(1
2
, 2), i = 1, 2, ..., n. Od

nezavisnosta na Xi, i = 1, 2, ..., n i Svojstvo ?? imame deka Y = X2
1 + ... + X2

n ∼
Γ(n

2
, 2) ≡ χ2

n.

Zadaqa 1.12. Ako Xi ∼ χ2
mi
, i = 1, 2, ..., n se nezavisni sluqajni promenlivi,

togax Y = X1 +X2 + ...+Xn ∼ χ2
m, kade m = m1 +m2 + ...+mn. Poka�i.

Zadaqa 1.13. Ako X ∼ N (0, 1) i Y ∼ χ2
n se nezavisni sluqajni promenlivi,

togax Z = X√
Y
n

∼ tn. Poka�i.

Rexenie. Od nezavisnosta na X i Y , za raspredelbata na sluqajniot vektor
(X, Y ) imame

pX,Y (x, y) = 1√
2π
e−x

2/2 · yn/2−1

2n/2Γ(n/2)
e−y/2, y > 0.

Voveduvame novi sluqajni promenlivi U = X√
Y/n

i V = Y , od kade imame deka

X = U
√
V/n i Y = V . Togax, za Jakobijanot na transformacijata imame

J =

∣∣∣∣√ v
n

u√
n
· 1

2
√
v

0 1

∣∣∣∣ =
√

v
n
.

Gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (U, V ) e

pU,V (u, v) = pX,Y (x(u, v), y(u, v)) · |J | =
= 1√

2π
e−(1/2)u2(v/n) · vn/2−1

2n/2Γ(n/2)
e−v/2 · ( v

n
)1/2, v > 0.

Baranata marginalna gustina e

pU(u) =

∫ +∞

0

pU,V (u, v)dv =

= 1√
2π
· 1

2n/2Γ(n/2)
·
∫ +∞

0

e−
u2v
2n · vn/2−1 · e−v/2 · ( v

n
)1/2dv =

= 1√
2π
· 1

2n/2Γ(n/2)n1/2 ·
∫ +∞

0

e−(
u2

n
+1)·v

2 · v
n+1

2
−1dv.

Stavame smena t = (u
2

n
+ 1) · v

2
, i togax

pU(u) = 1√
2π
· 2

n+1
2

−1·2·(u
2

n
+1)−1

2n/2Γ(n/2)n1/2(
u2

n
+1)

n+1
2

−1

·
∫ +∞

0

e−t · t
n+1

2
−1dt =

= 1√
nπ
· Γ(

n+1
2

)

Γ(n/2)
· (u2

n
+ 1)−

n+1
2 =

(
u2

n
+1)

−
n+1

2

B(1/2,n/2)
√
n
,
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1. Elementi od teorija na verojatnost 7

zatoa xto B(1/2, n/2) = Γ(n/2)
√
π

Γ(
n+1

2
)
. Znaqi, U ∼ tn t.e. Z = X√

Y
n

∼ tn.

Zadaqa 1.14. Ako X1 ∼ N (0, 1) i X2 ∼ N (0, 1) se nezavisni, togax Y = (X1

X2
) ima

Koxeva raspredelba. Poka�i.

Zadaqa 1.15. Ako X1 ∼ χ2
n1

i X2 ∼ χ2
n2

se nezavisni sluqajni promenlivi,
togax Y = X1/n1

X2/n2
∼ Fn1,n2. Poka�i.

Rexenie. Od nezavisnosta na sluqajnite promenlivi X1 i X2, za raspredel-
bata na sluqajniot vektor (X1, X2) imame

pX1,X2(x1, x2) =
x
n1/2−1
1

2n1/2Γ(n1/2)
e−x1/2 · x

n2/2−1
2

2n2/2Γ(n2/2)
e−x2/2, x1 > 0, x2 > 0.

Voveduvame novi sluqajni promenlivi Y1 = X1/n1

X2/n2
i Y2 = X2/n2, od kade imame

deka X1 = n1Y1Y2 i X2 = n2Y2. Togax, Jakobijanot na transformacijata e

J =

∣∣∣∣n1y2 n1y1

0 n2

∣∣∣∣ = n1n2y2.

Gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (Y1, Y2) e

pY1,Y2(y1, y2) = pX1,X2(x1(y1, y2), x2(y1, y2)) · |J | =

= (n1y1y2)n1/2−1

2n1/2Γ(n1/2)
e−

n1y1y2
2 · (n2y2)n2/2−1

2n2/2Γ(n2/2)
e−

n2y2
2 n1n2y2, y1 > 0, y2 > 0.

Baranata marginalna gustina e

pY1(y1) =

∫ +∞

0

pY1,Y2(y1, y2)dy2 =

= (n1y1)n1/2−1

2n1/2Γ(n1/2)
· (n2)n2/2−1

2n2/2Γ(n2/2)
· n1n2

∫ +∞

0

y
n1

2
−1

2 e−
n1y1y2

2 y
n2

2
−1

2 e−
n2y2

2 y2 dy2 =

= (n1y1)n1/2−1

2n1/2Γ(n1/2)
· (n2)n2/2−1

2n2/2Γ(n2/2)
· n1n2

∫ +∞

0

y
n1+n2

2
−1

2 e−
(n1y1+n2)y2

2 dy2.

Stavame smena t = (n1y1+n2)y2
2

i dobivame

pY1(y1) = (n1y1)n1/2−1

2n1/2Γ(n1/2)
· (n2)n2/2−1

2n2/2Γ(n2/2)
· n1n2 · 2(n1+n2)/2

(n1y1+n2)(n1+n2)/2

∫ +∞

0

t
n1+n2

2
−1e−tdt =

= (n1y1)n1/2

Γ(n1/2)
· (n2)n2/2

Γ(n2/2)
· 1

(n1y1+n2)(n1+n2)/2
· Γ(n1+n2

2
) =

=
(
n1

n2
)n1/2·yn1/2−1

1

B(n1/2,n2/2)·(1+
n1y1
n2

)(n1+n2)/2
,

od kade zakluquvame deka Y1 ∼ Fn1,n2 t.e. Y = X1/n1

X2/n2
∼ Fn1,n2.
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8 1. Elementi od teorija na verojatnost

Zadaqa 1.16. Ako X ∼ Fn1,n2, togax Y = ( 1
X

) ∼ F (n2, n1). Poka�i.

Zadaqa 1.17. Ako X ∼ tn, togax Y = X2 ∼ F (1, n). Poka�i.

Zadaqa 1.18. Ako X1 ∼ N (0, 1) i X2 ∼ N (0, 1) se nezavisni sluqajni promen-
livi, togax Y = (X1

X2
)2 ∼ F1,1. Poka�i.

Zadaqa 1.19. Ako X1 ∼ E(β1) i X2 ∼ E(β2) se nezavisni sluqajni promenlivi,
togax Y = 1

X1+X2
∼ Bet(β1, β2). Poka�i.

Zadaqa 1.20. Ako X ∼ Fn1,n2, togax Y = (n1/n2)X
1+(n1/n2)X

∼ Bet(n1

2
, n2

2
). Poka�i.

Irena Stojkovska



2

Deskriptivna statistika

Zadaqa 2.1. Neka x1, ..., xn i y1, ..., yn se dve nizi od podatoci koi odgovaraat
na obele�jata X i Y soodvetno, i za koi va�i yi = axi + b, i = 1, 2, ..., n, kade
a, b = const. Poka�i deka y = ax+ b i s2

y = a2s2
x.

Rexenie. Koristejḱi gi definiciite na aritmetiqka sredina i disperzija
na podatocite, imame

y =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

n

n∑
i=1

(axi + b) =
1

n

n∑
i=1

axi +
1

n

n∑
i=1

b = ax+
1

n
· nb = ax+ b,

s2
y =

1

n

n∑
i=1

(yi − y)2 =
1

n

n∑
i=1

(axi + b− (ax+ b))2 =
1

n

n∑
i=1

a2(xi − x)2 = a2s2
x,

xto trebaxe da se poka�e.

Zadaqa 2.2. Po prvite n1 mereǌa x′1, ..., x
′
n1

koi odgovaraat na statistiqkoto
obele�je X dobiena e sredina x1 i varijansa s2

1, a od novite n2 mereǌa
x′′1, ..., x

′′
n2

dobiena e sredina x2 i varijansa s2
2. Ako site n1 + n2 = n mereǌa se

sfatat kako edna niza od statistiqki podatoci, togax se dobiva sredina x
i varijansa s2

0. Poka�i deka

a) x = 1
n
(n1x1 + n2x2),

b) s2
0 = 1

n
(n1(s2

1 + (x1 − x)2) + n2(s2
2 + (x2 − x)2)).

Rexenie. Za prvoto tvrdeǌe imame

x =
1

n
(

n1∑
i=1

x′i +

n2∑
i=1

x′′i ) =
1

n
(n1x1 + n2x2),
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dodeka za vtoroto tvrdeǌe imame

s2
0 =

1

n

( n1∑
i=1

(x′i − x)2 +

n2∑
i=1

(x′′i − x)2
)

=

=
1

n

( n1∑
i=1

(x′i − x1 + x1 − x)2 +

n2∑
i=1

(x′′i − x2 + x2 − x)2
)

=

=
1

n

( n1∑
i=1

((x′i − x1)2 − 2(x′i − x1)(x1 − x) + (x1 − x)2) +

+

n2∑
i=1

((x′′i − x2)2 − 2(x′′i − x2)(x2 − x) + (x2 − x)2)
)

=

=
1

n
(n1s

2
1 + n1(x1 − x)2 + n2s

2
2 + n2(x2 − x)2) =

=
1

n
(n1(s2

1 + (x1 − x)2) + n2(s2
2 + (x2 − x)2)),

zatoa xto
∑n1

i=1(x′i − x1) = 0 i
∑n2

i=1(x′′i − x2) = 0.

Zadaqa 2.3. Po anketiraǌeto na 100 vozaqi vo vrska so proseqnata dnevna
potroxuvaqka na gorivo (vo litri) dobienite rezultati prika�ani se vo
Tabela 2.1.

potroxuvaqka
(vo litri) 2 4 5 6 8 10 11 12 13 14

broj na vozaqi 5 10 10 12 18 12 8 10 9 6

Tabela 2.1: Proseqna dnevna potroxuvaqka na gorivo.

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i napravi
gi soodvetnite grafiqki prikazi).

Rexenie. Brojnite karakteristiki na dadenite podatoci se

x =
1

100
(5 · 2 + 10 · 4 + 10 · 5 + 12 · 6 + 18 · 8 + 12 · 10 +

+8 · 11 + 10 · 12 + 9 · 13 + 6 · 14) = 8, 45,

s2 =
1

100
(5 · 22 + 10 · 42 + 10 · 52 + 12 · 62 + 18 · 82 + 12 · 102 +

+8 · 112 + 10 · 122 + 9 · 132 + 6 · 142)− 8, 452 = 11, 7875,

Irena Stojkovska



2. Deskriptivna statistika 11

s2 =
n

n− 1
s2 =

100

100− 1
· 11, 7875 = 11, 9066.

Modata kako vrednost koja se prima so najgolema qestota, e vrednosta 8
(qestotata e 18). Bidejḱi n = 100 = 2 · 50 e paren broj, medijanata m se
presmetuva spored formulata

m =
1

2
(x′n

2
+ x′n

2
+1) =

1

2
(x′50 + x′51) =

1

2
(8 + 8) = 8.

Bidejḱi n = 100 = 4 · 25 e broj od oblik n = 4k, kvartalite Q1 i Q3 se presme-
tuvaat spored formulite

Q1 =
1

4
(x′n

4
+ 3x′n

4
+1) =

1

4
(x′25 + 3x′26) =

1

4
(5 + 3 · 6) = 5, 75,

Q3 =
1

4
(3x′3n

4
+ x′3n

4
+1

) =
1

4
(3x′75 + x′76) =

1

4
(3 · 11 + 12) = 11, 25.

Empiriskata funkcija na raspredelba e Fn(x) = nx
n
, x ∈ R, kade nx e brojot

na podatoci so vrednost pomala ili ednakva na x. Taka, za x < 2 imame deka
nx = 0, pa Fn(x) = 0. Za 2 ≤ x < 4 imame deka nx = 5, pa Fn(x) = 5/100 = 0, 05.
Za 4 ≤ x < 5 imame deka nx = 5 + 10 = 15, pa Fn(x) = 15/100 = 0, 15. Za 5 ≤ x < 6
imame deka nx = 5 + 10 + 10 = 25, pa Fn(x) = 25/100 = 0, 25 i.t.n. Funkcijata
Fn(x) zaedno so nejziniot grafik se prika�ani podolu.

Fn(x) =



0 , x < 2
0, 05 , 2 ≤ x < 4
0, 15 , 4 ≤ x < 5
0, 25 , 5 ≤ x < 6
0, 37 , 6 ≤ x < 8
0, 55 , 8 ≤ x < 10
0, 67 , 10 ≤ x < 11
0, 75 , 11 ≤ x < 12
0, 85 , 12 ≤ x < 13
0, 94 , 13 ≤ x < 14
1 , x ≥ 14

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

5 10 15

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Soodvetnite relativni qestoti na podatocite dadeni so Tabela 2.1 se
vo Tabela 2.2. Poligonot na qestoti i poligonot na relativni qestoti
prika�ani se na Slika 2.1. Od ovie grafiqki prikazi se sogleduva deka
raspredelbata na podatocite e skoro simetriqna.

Dokolku sakame da gi prika�eme dadenite podatoci grafiqki so his-
togrami, potrebno e prethodno da gi podelime vo intervali.
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12 2. Deskriptivna statistika

potroxuvaqka
(vo litri) 2 4 5 6 8 10 11 12 13 14

relativni qestoti 0,05 0,10 0,10 0,12 0,18 0,12 0,08 0,10 0,09 0,06

Tabela 2.2: Relativni qestoti na podatocite od Tabela 2.1.

æ

æ æ

æ

æ
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æ

æ

æ

æ

0 5 10 15
0

5
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æ
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æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

0 5 10 15
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

(a) (b)

Slika 2.1: (a) Poligon na qestoti, Tabela 2.1, (b) Poligon na relativni
qestoti, Tabela 2.2

Brojot na intervali r mo�e da se odredi na poveḱe naqini:

r ≈
√
n =
√

100 = 10,

r ≈ 1 + 3, 21 log n1 + 3, 21 log 100 = 7, 42 ≈ 7,

r ≈ 5 log n = 5 log 100 = 10.

Treba da se zeme vo predvid i preporaqlivata referenca 5−10% od vkupniot
broj na podatoci n i ne poveḱe od 30% od n, xto vo naxiot sluqaj (n = 100)
znaqi deka preporaqlivo e r da e broj meǵu 5 i 10, no ne pogolem od 30. Od
do sega ka�anoto, mo�e da se odluqime za r = 7.

Potoa, go proxiruvame intervalot vo koj se naoǵaat podatocite, toa e in-
tervalot [2, 14]. Edno proxiruvaǌe e [1, 15]. Za ova proxiruvaǌe, dol�inata
na sekoj od podintervalite ḱe iznesuva

h =
15− 1

7
=

14

7
= 2.

So Tabela 2.3 dadeni se podatocite od Tabela 2.1 grupirani vo intervali,
zaedno so relativnite qestoti. Soodvetnite grafiqki prikazi so histogram
na qestoti i histogram na relativni qestoti prika�ani se na Slika 2.2.
Dobienite histogrami (Slika 2.2) ne uka�uvaat na nekoja pogolema simet-
riqnost na raspredelbata na podatocite.
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2. Deskriptivna statistika 13

interval [1,3] (3,5] (5,7] (7,9] (9,11] (11,13] (13,15]

qestoti 5 20 12 18 20 19 6
relativni qestoti 0,05 0,20 0,12 0,18 0,20 0,19 0,06

Tabela 2.3: Podatocite od Tabela 2.1 grupirani vo intervali.

2 4 6 8 10 12 14

5

10

15

20

2 4 6 8 10 12 14
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

(a) (b)

Slika 2.2: (a) Histogram na qestoti, Tabela 2.3, (b) Histogram na relativni
qestoti, Tabela 2.3

Drug naqin na podelba na intervali ḱe dade druga pretstava za raspre-
delbata na podatocite. Na primer, ako se odlucime za r = 10 intervali i
ako za proxiren interval go zememe intervalot [1, 5−14, 5], togax dol�inata
na sekoj od podintervalite ḱe bide

h =
14, 5− 1, 5

10
=

13

10
= 1, 3.

Grupiranite podatoci vo 10 intervali zaedno so relativnite qestoti se
prika�ani vo Tabela 2.4. Soodvetnite grafiqki prikazi so histogram na
qestoti i histogram na relativni qestoti prika�ani se na Slika 2.3. His-
togramite (Slika 2.3) davaat razliqna pretstava za raspredelbata na istite
podatoci, no mnogu pobliska do onaa slika koja ja davaat poligonite.

interval [1,5-2,8] (2,8-4,1] (4,1-5,4] (5,4-6,7] (6,7-8] (8-9,3]

qestoti 5 10 10 12 18 0
relativni qestoti 0,05 0,10 0,10 0,12 0,18 0

interval (9,3-10,6] (10,6-11,9] (11,9-13,2] (13,2-14,5]

qestoti 12 8 19 6
relativni qestoti 0,12 0,08 0,19 0,06

Tabela 2.4: Podatocite od Tabela 2.1 grupirani vo intervali.
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2 4 6 8 10 12 14
0

5
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15

2 4 6 8 10 12 14
0.00

0.05

0.10

0.15

(a) (b)

Slika 2.3: (a) Histogram na qestoti, Tabela 2.3, (b) Histogram na relativni
qestoti, Tabela 2.3

Zadaqa 2.4. Na sluqaen naqin se izbrani 200 stebla na koi im e izmeren
dijametarot na napreqniot presek (vo cm) i dobienite rezultati prika�ani
se vo Tabela 2.5.

dijametar
(vo cm) 40-43 43-46 46-49 49-52 52-55 55-58 58-61

broj na stebla 2 7 40 87 58 5 1

Tabela 2.5: Dijametar na napreqniot presek na stebloto.

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i napravi
gi soodvetnite grafiqki prikazi).

Rexenie. Podatocite koi se dadeni vo ovaa zadaqa se veḱe grupirani vo
intervali, taka da presmetvaǌeto na x, s2 e preku sredinite na intervalite
(Tabela 2.6).

x =
1

200
(2 · 41, 5 + 7 · 44, 5 + 40 · 47, 5 + 87 · 50, 5 +

+58 · 53, 5 + 5 · 56, 5 + 1 · 59, 5) = 50, 665,

s2 =
1

200
(2 · 41, 52 + 7 · 44, 52 + 40 · 47, 52 + 87 · 50, 52 +

+58 · 53, 52 + 5 · 56, 52 + 1 · 59, 52)− 50, 6652 = 7, 76,

s2 =
n

n− 1
s2 =

200

200− 1
· 7, 76 = 7, 799.

Modata e sredinata na onoj interval koj sodr�i najgolem broj na podatoci,
toa e intervalot (49, 52] koj sodr�i 87 podatoci, pa modata e 50,5.
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2. Deskriptivna statistika 15

Dadenata tabela so qestoti, Tabela 2.5, ja dopolnuvame so sredinite na
intervalite, kumulativni qestoti, relativni qestoti, i kumulativni rela-
tivni qestoti. Se dobiva Tabela 2.6.

interval 40-43 43-46 46-49 49-52 52-55 55-58 58-61

sredina na int. 41,5 44,5 47,5 50,5 53,5 56,5 59,5
qestoti 2 7 40 87 58 5 1

kumulat. qestoti 2 9 49 136 194 199 200
relativni qestoti 0,01 0,035 0,2 0,435 0,29 0,025 0,005
kumul. rel. qestoti 0,01 0,045 0,245 0,68 0,97 0,995 1

Tabela 2.6: Dopolneta Tabela 2.5.

Medijanata i kvartalite Q1 i Q3 se presmetuvaat na sledniot naqin. Bidejḱi
medijanata e p = 50-ti procentil, taa se naoǵa na

1 + (n− 1) · p% = 1 + (200− 1) · 0, 50 = 100, 5-toto

mesto, xto znaqi deka se naoǵa vo intervalot (49, 52] i iznesuva

m = 49 + (100, 5− 49) · 52− 49

87
= 50, 77586.

Sliqno, kvartalot Q1 se naoǵa na 1 + (200− 1) · 0, 25 = 50, 75-toto mesto, znaqi
povtorno vo intervalot (49, 52], i iznesuva

Q1 = 49 + (50, 75− 49) · 52− 49

87
= 49, 06034.

Kvartalot Q3 se naoǵa na 1 + (200 − 1) · 0, 75 = 150, 25-toto mesto, znaqi vo
intervalot (52, 55], i iznesuva

Q3 = 52 + (150, 25− 136) · 55− 52

58
= 52, 73707.

Empiriskata funkcija na raspredelba Fn(x) = nx
n
, x ∈ R, kade nx e brojot

na podatoci so vrednost pomala ili ednakva na x, zaedno so nejziniot grafik
se prika�ani podolu.

Fn(x) =



0 , x < 43
0, 01 , 43 ≤ x < 46
0, 045 , 46 ≤ x < 49
0, 245 , 49 ≤ x < 52
0, 68 , 52 ≤ x < 55
0, 97 , 55 ≤ x < 58
0, 995 , 58 ≤ x < 61
1 , x ≥ 61

æ
æ

æ

æ

æ
æ æ

45 50 55 60

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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16 2. Deskriptivna statistika

Poligonot na qestoti i poligonot na relativni qestoti dadeni se na
Slika 2.4. Histogramot na qestoti i histogramot na relativni qestoti
dadeni se na Slika 2.5. Od ovie grafiqki prikazi se sogleduva simetriq-
nosta na raspredelbata na podatocite.
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Slika 2.4: (a) Poligon na qestoti, Tabela 2.6, (b) Poligon na relativni
qestoti, Tabela 2.6
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Slika 2.5: (a) Histogram na qestoti, Tabela 2.6, (b) Histogram na relativni
qestoti, Tabela 2.6
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2. Deskriptivna statistika 17

Zadaqa 2.5. Napraveno e ispituvaǌe kaj 150 studenti za da se uvidi vrskata
meǵu ocenkata po matematika vo poslednata godina od srednoto obrazovanie
(X) i ocenkata na ispitot po matematika na fakultet (Y ). Dobienite rezul-
tati prika�ani se vo Tabela 2.7.

H
HHHHHX

Y
5 6 7 8 9 10

2 2 1 0 1 0 0
3 5 35 2 5 0 1
4 3 1 10 15 6 6
5 1 0 0 6 18 32

Tabela 2.7: Ocenki po predmetot matematika vo poslednata godina od sred-
noto obrazovanie (X) i ocenkata na ispitot po matematika na fakultet (Y ).

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i ispi-
taj ja zavisnosta meǵu obele�jata).

Rexenie. Za naoǵaǌe na brojnite karakteristiki, najnapred gi odreduvame
marginalnite raspredelbi na frekfenciite.

X 2 3 4 5

gi 4 48 41 57

Y 5 6 7 8 9 10

hj 11 37 12 27 24 39

Tabela 2.8: Marginalni frekfencii.

Togax, imame

x =
1

n

r∑
i=1

giai =
1

150
(4 · 2 + 48 · 3 + 41 · 4 + 57 · 5) = 4, 006667,

y =
1

n

s∑
i=1

hibi =
1

150
(11 · 5 + 37 · 6 + 12 · 7 + 27 · 8 + 24 · 9 + 39 · 10) = 7, 886667,

s2
x =

1

n

r∑
i=1

gia
2
i − x2 = 0, 8066222,

s2
y =

1

n

s∑
i=1

hib
2
i − y2 = 2, 913822,

sxy =
1

n

r∑
i=1

s∑
j=1

aibjfij − x y = 1, 03404,
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18 2. Deskriptivna statistika

pa koeficientot na korelacija e

rxy =
sxy
sxsy

= 0, 6744826,

xto znaqi deka postoi statistiqki signifikantna korelacija (|rxy| ≥ 0, 5)
meǵu ocenkite po matematika vo poslednata godina od srednoto obrazovanie
i istite na ispitot po matematika na fakultet. Ponatamu, za da ja ispitame
statistiqkata zavisnost meǵu obele�jata, gi presmetuvame octapuvaǌeto od
statistiqkata nezavisnost

f 2 =
r∑
i=1

s∑
j=1

f 2
ij

gihj
− 1 = 1, 077948,

i stepenot na statistiqkata zavisnost

o =
f 2

min{r, s} − 1
=

1, 077948

4− 1
= 0, 359827 ≈ 36%,

xto znaqi deka meǵu ocenkata po matematika vo poslednata godina od sred-
noto obrazovanie i ocenkata na ispitot po matematika na fakultet postoi
statistiqka zavisnost od 36%.

Za odreduvaǌe na krivite na regresija, gi barame najnapred uslovnite
raspredelbi na frekfenciite, za da gi najdeme soodvetnite aritmetiqki sre-
dini na podatocite od uslovnite raspredelbi.

X|Y = 5 2 3 4 5

qestota 2 5 3 1

X|Y = 6 2 3 4 5

qestota 1 35 1 0

X|Y = 7 2 3 4 5

qestota 0 2 10 0

X|Y = 8 2 3 4 5

qestota 1 5 15 6

X|Y = 9 2 3 4 5

qestota 0 0 6 18

X|Y = 10 2 3 4 5

qestota 0 1 6 32

Tabela 2.9: Uslovni raspredelbi na frekfencii za obele�jeto X.

Soodvetnite aritmetiqki sredini na podatocite od uslovnite raspre-
delbi za X se

x(5) = 3, 272727, x(6) = 3, 102564, x(7) = 3, 75,

x(8) = 3, 962963, x(9) = 4, 428571, x(10) = 4, 658537.
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Y |X = 2 5 6 7 8 9 10

qestota 2 1 0 1 0 0

Y |X = 3 5 6 7 8 9 10

qestota 5 35 2 5 0 1

Y |X = 4 5 6 7 8 9 10

qestota 3 1 10 15 6 6

Y |X = 5 5 6 7 8 9 10

qestota 1 0 0 6 18 32

Tabela 2.10: Uslovni raspredelbi na frekfencii za obele�jeto Y .

Soodvetnite aritmetiqki sredini na podatocite od uslovnite raspre-
delbi za Y se

y(2) = 6, y(3) = 6, 34, y(4) = 7, 92683, y(5) = 9, 196721.

Grafiqkiot prikaz na krivata na regresija na Y vo zavisnost od X e
iskrxena linija so temiǌa vo (ai, y(ai)), i = 1, ..., r, a krivata na regresija
na X vo zavisnost od Y e iskrxena linija so temiǌa vo (x(bi), bj), j = 1, ..., s.
Pravite na regresija koi gi aproksimiraat ovie dve krivi se

y = y +
sxy
s2
x

(x− x) = 1, 2819x+ 2, 7504,

x = x+
sxy
s2
y

(y − y) = 0, 3549y + 1, 2079,

soodvetno.

Zadaqa 2.6. Pri edno ispituvaǌe napraveno na pazarot za posetenosta na su-
permarketite, vo eden supermarket, vo 40 sluqajno odbrani denovi, izmereni
se proseqniot procent na namaluvaǌeto na cenite (x) i brojot na posetiteli
vo minuta (y) i dobieni se slednite dvodimenzionalni podatoci:

(0, 12), (0, 13), (0, 13), (1, 14), (1, 14), (2, 14), (2, 14), (2, 16),
(3, 17), (3, 17), (4, 18), (4, 18), (4, 18), (4, 18), (5, 19), (5, 19),
(6, 19), (6, 19), (6, 19), (7, 19), (7, 20), (7, 20), (7, 20), (7, 20),

(7, 20), (7, 20), (8, 21), (9, 21), (10, 21), (11, 21), (11, 22), (13, 22),
(13, 22), (14, 23), (15, 25), (16, 26), (17, 26), (18, 27), (22, 29), (26, 30)

Obraboti gi dadenite podatoci (odredi gi brojnite karakteristiki i ispi-
taj ja zavisnosta meǵu obele�jata).

Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 2.7. Za sluqajno izbrani 60 diplomirani studenti, zabele�an e pro-
sekot od studiite i dobieni se slednite rezultati (podredeni):
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20 2. Deskriptivna statistika

6.00, 6.00, 6.00, 6.26, 6.26, 6.54, 6.94, 7.00, 7.03, 7.08,
7.17, 7.24, 7.26, 7.28, 7.32, 7.40, 7.42, 7.46, 7.53, 7.65,
7.65, 7.71, 7.83, 7.86, 7.87, 7.87, 7.89, 7.89, 7.90, 7.92,
7.94, 7.94, 7.95, 8.04, 8.08, 8.18, 8.18, 8.22, 8.26, 8.31,
8.58, 8.59, 8.67, 8.68, 8.73, 8.81, 8.83, 8.93, 8.94, 9.09,
9.10, 9.15, 9.25, 9.26, 9.45, 9.49, 9.58, 9.64, 9.81, 10.00

Za dadenite podatoci va�i
∑
xi = 480.91 i

∑
x2
i = 3912.29.

a) Najdi gi brojnite karakteristiki (sredina, disperzija, moda, obseg,
medijana, kvatalite Q1 i Q3) na dadenite podatoci.

b) Grupiraj gi dadenite podatoci vo intervali, i na taka zadadenite
intervalni podatoci presmetaj gi brojnite karakteristiki.

v) Prika�i gi grafiqki raspredelbata na podatocite i brojnite karak-
teristiki. Xto se vooquva od grafiqkite prikazi?

Zadaqa 2.8. Stap so dol�ina 2 metra na sluqaen naqin se krxi na dva dela.
Ovoj eksperiment e povtoren 45 pati pri xto se zabele�ani vrednostite
(podredeni po golemina) na pomaliot del (vo metri):

0.04, 0.04, 0.07, 0.13, 0.14, 0.21, 0.26, 0.27, 0.28,
0.29, 0.29, 0.3, 0.31, 0.31, 0.31, 0.34, 0.34, 0.37,
0.39, 0.4, 0.46, 0.48, 0.53, 0.59, 0.6, 0.62, 0.63,

0.64, 0.65, 0.67, 0.71, 0.74, 0.75, 0.77, 0.78, 0.79,
0.8, 0.84, 0.87, 0.87, 0.92, 0.99, 0.99, 0.99, 1.00.

a) Grupiraj gi dadenite podatoci vo intervali, i na taka zadadenite
intervalni podatoci presmetaj gi brojnite karakteristiki.

b) Prika�i gi grafiqki raspredelbata na podatocite i brojnite karak-
teristiki. Xto se vooquva od grafiqkite prikazi?

Zadaqa 2.9. Zavisnosta meǵu primaǌata po glava na �itel (vo iǉadi denari)
i potroxuvaqkata na elektriqna energija (vo kWh) e dadena so slednata
tabela

primaǌa 9,0 9,0 11,0 12,5 12,5 15,0
potroxuvaqka 8 10 12 13 15 18

primaǌa 15,0 18,0 30,0 45,5 50,0 65,0
potroxuvaqka 20 25 30 42 48 52

Najdi gi koeficientot na korelacija, stepenot na statistiqka zavisnost meǵu
primaǌata po glava na �iteli potroxuvaqkata na elektriqna energija. Na-
jdi gi pravite na regresija. Komentiraj gi korelacijata i zavisnosta.
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Osnovni poimi na matematiqkata
statistika

Zadaqa 3.1. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X
so funkcija na raspredelba F (x). Najdi gi raspredelbite na podredenite
statistiki X(1) = min{X1, ..., Xn} i X(n) = max{X1, ..., Xn}.
Rexenie. Za funkcijata na raspredelba na X(1) imame

FX(1)
(x) = P{X(1) ≤ x} = P{min{X1, ..., Xn} ≤ x} =

= 1− P{min{X1, ..., Xn} > x} = 1− P{X1 > x, ..., Xn > x} =

= 1− (1− P{X1 ≤ x}) · · · (1− P{Xn ≤ x}) = 1− (1− F (x))n,

dodeka za funkcijata na raspredelba na X(n) imame

FX(n)
(x) = P{X(n) ≤ x} = P{max{X1, ..., Xn} ≤ x} =

= P{X1 ≤ x, ..., Xn ≤ x} = P{X1 ≤ x} · · ·P{Xn ≤ x} = (F (x))n.

Zadaqa 3.2. Neka (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�je X ∼ E(β).
Poka�i deka statistikata Tn = 2

β

∑n
i=1 Xi ∼ χ2

2n.

Rexenie. Definirame sluqajna promenliva Y = 2
β
X, kade X ∼ E(β). Togax,

za raspredelbata na Y imame

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{ 2

β
X ≤ y} = P{X ≤ βy

2
} = FX(

βy

2
),

pY (y) = F ′Y (y) = F ′X(
βy

2
) · β

2
= pX(

βy

2
) · β

2
=

1

β
e−

1
β
·βy
2 · β

2
=

1

2
e−y/2, y > 0,

odnosno Y ∼ E(2) ≡ Γ(1, 2). Bidejḱi (X1, X2, ..., Xn) e primerok koj odgovara
na obele�jeto X ∼ E(β), sledi deka Xi ∼ E(β), i = 1, 2, ..., n, od kade Yi =
2
β
Xi ∼ E(2) ≡ Γ(1, 2), i = 1, 2, ..., n. Od Zadaqa 1.8, sledi deka Tn = 2

β

∑n
i=1Xi =∑n

i=1 Yi ∼ Γ(n, 2) ≡ χ2
2n, xto trebaxe da se poka�e.
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Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 3.3. Neka se dadeni dva nezavisni primeroka X = (X1, ..., Xn1) i Y =
(Y1, ..., Yn2) koi odgovaraat na obele�ja so ednakva disperzija σ2. Neka Z =
(X1, ..., Xn1 , Y1, ..., Yn2) e primerok dobien so spojuvaǌe na primerocite X i Y .
Neka X, Y i Z se sredinite na primerocite X, Y i Z soodvetno. Poka�i
deka D(Z −X) = n2σ2

n1(n1+n2)
.

Zadaqa 3.4. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�je X ∼ N (m1, σ
2
1),

(Y1, ..., Ym) e primerok koj odgovara na obele�je Y ∼ N (m2, σ
2
2) i neka ovie dva

primeroka se nezavisni eden od drug. Poka�i deka
a) statistikata U = Xn − Y m = 1

n

∑n
i=1 Xi − 1

m

∑m
j=1 Yj ∼ N (m1 −m2,

σ2
1

n
− σ2

2

m
),

b) statistikata V = 1
σ2
1

∑n
i=1Xi + 1

σ2
2

∑m
j=1 Yj ∼ N (nm1

σ2
1
− nm2

σ2
2
, n
σ2
1
− m

σ2
2
).

Zadaqa 3.5. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�je X so EX =

m, DX = σ2, EXk = mk i E(X−m)k = µk. Poka�i deka D(S
2

n) = (n−1)2

n3 (µ4−n−3
n−1

µ2
2),

kade S
2

n = 1
n

∑n
i=1(Xi − Xn)2 e disperzijata na primerokot, a Xn = 1

n

∑n
i=1Xi e

sredinata na primerokot.

Zadaqa 3.6. a) Poka�i deka za disperzijata na primerokot S
2

n va�i S
2

n
s.s.−→ σ2,

n→∞.
b) Poka�i deka disperzijata na primerokot S

2

n ima asimptotska
N (σ2, 1

n
(µ4 − σ2) raspredelba.
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Ocenuvaǌe na parametri

4.1 Nepristrasni i konzistentni ocenuvaqi
Zadaqa 4.1. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X ∼
N (0, θ), kade 0 < θ < +∞ e nepoznat parametar. Poka�i deka θ̂ = 1

n

∑n
i=1X

2
i e

nepristrasen ocenuvaq za θ. Najdi ja disperzijata na θ̂. Dali θ̂ e konzisten-
ten ocenuvaq za θ?

Rexenie. Od X ∼ N (0, θ) sledi deka brojnite karakteristiki na obele�jeto
X se EX = 0 i DX = θ, od kade i za sekoja sluqajna promenliva od primerokot
va�i EXi = 0 i DXi = θ, i = 1, 2, ..., n, od kade E(X2

i ) = DXi+(EXi)
2 = θ+02 = θ.

Togax,

E(θ̂) = E(
1

n

n∑
i=1

X2
i ) =

1

n

n∑
i=1

E(X2
i ) =

1

n

n∑
i=1

θ =
1

n
· nθ = θ,

od kade sledi deka θ̂ e nepristrasen ocenuvaq za θ.
Od nezavisnosta na X1, ..., Xn, sledi deka se nezavisni i X2

1 , ..., X
2
n, pa za dis-

perzijata na ocenuvaqot θ̂ imame

D(θ̂) = D(
1

n

n∑
i=1

X2
i ) =

1

n2

n∑
i=1

D(X2
i ).

Sega, bidejḱi gustinata na raspredelba na X e p(x) = 1√
2πθ

e−
x2

2θ , imame

D(X2
i ) = E(X4

i )− (E(X2
i ))2 =

1√
2πθ

∫ +∞

−∞
x4e−

x2

2θ dx − θ2 =

=
1√
2πθ

(
− θx3e−

x2

2θ

∣∣∣+∞
−∞

+ 3θ

∫ +∞

−∞
x2e−

x2

2θ dx
)
− θ2 =

= 3θ · E(X2
i )− θ2 = 3θ2 − θ2 = 2θ2.
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Pa, baranata disperzija e

D(θ̂) =
1

n2

n∑
i=1

2θ2 =
1

n2
· n · 2θ2 =

2θ2

n
.

Bidejḱi E(θ̂) = θ i D(θ̂) = 2θ2

n
→ 0, koga n → ∞, sledi deka θ̂ e konzistenten

ocenuvaq za θ.
Zabelexka. Konzistentnosta na θ̂ mo�e da ja poka�eme i po definicija. Neka
ε > 0 e proizvolen. Koga ocenuvaqot e nepristrasen mo�e direktno da se
primeni neravenstvoto na Qebixev, odnosno

0 ≤ P{|θ̂ − θ| ≥ ε} = P{|θ̂ − E(θ̂)| ≥ ε} ≤ D(θ̂)

ε2
=

2θ2

nε2
→ 0, n→∞,

od kade ∀ε > 0, lim
n→∞

P{|θ̂ − θ| ≥ ε} = 0, odnosno ∀ε > 0, lim
n→∞

P{|θ̂ − θ| < ε} = 1, pa

θ̂ e konzistenten ocenuvaq za θ.

Zadaqa 4.2. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X koe
ima gustina na raspredelba p(x) za koja va�i p(θ− x) = p(θ+ x), ∀x ∈ R. Neka
θ̂ e ocenuvaq za parametarot θ za koj va�i θ̂(x1 + h, ..., xn + h) = θ̂(x1, ..., xn) + h,
∀h ∈ R i θ̂(−x1, ...,−xn) = −θ̂(x1, ..., xn). Doka�i deka, ako postoi E(θ̂), togax θ̂
e nepristrasen ocenuvaq za θ.

Rexenie. Neka postoi E(θ̂). Ako poka�eme deka E(θ̂) − θ = 0, togax θ̂ e
nepristrasen ocenuvaq za θ. Od nezavisnista na sluqajnite promenlivi vo
primerokot i uslovite na zadaqata, imame

E(θ̂)− θ = E(θ̂ − θ) =

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
(θ̂(x1, ..., xn)− θ)p(x1, ..., xn)dx1...dxn =

=

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
(θ̂(x1, ..., xn)− θ)p(x1)...p(xn)dx1...dxn = I,

kade zaradi uprostuvaǌe na oznakite p(x1, ..., xn) oznaquva gustina na raspre-
delba na primerokot (X1, ..., Xn). Ako ja stavime smenata xk = yk+θ, k = 1, ..., n,
a potoa i smenata yk = −zk, k = 1, ..., n, od uslovite na zadaqata za integralot
I imame

I =

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
(θ̂(y1 + θ, ..., yn + θ)− θ)p(y1 + θ)...p(yn + θ)dy1...dyn =

=

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
θ̂(y1, ..., yn)p(θ − y1)...p(θ − yn)dy1...dyn =

= (−1)n
∫ −∞

+∞
...

∫ −∞
+∞

θ̂(−z1, ...,−zn)p(θ + z1)...p(θ + zn)dz1...dzn =

=

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
θ̂(−z1, ...,−zn)p(θ + z1)...p(θ + zn)dz1...dzn =
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= −
∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
θ̂(z1, ..., zn)p(θ + z1)...p(θ + zn)dz1...dzn =

= −
∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
(θ̂(z1 + θ, ..., zn + θ)− θ)p(θ + z1)...p(θ + zn)dz1...dzn = −I.

Odnosno I = −I, od kade I = 0, pa θ̂ e nepristrasen ocenuvaq za θ.

Zadaqa 4.3. Neka θ̂1 i θ̂2 se nepristrasni ocenuvaqi za parametarot θ dobi-
eni od dve nezavisni serii na nabǉuduvaǌa. Ako D(θ̂1) = 2D(θ̂2), odredi gi
konstantite k1 i k2 taka xto θ̂3 = k1θ̂1 + k2θ̂2 e nepristrasen ocenuvaq za θ so
minimalna disperzija.

Rexenie. Od θ̂1 i θ̂2 nepristrasni ocenuvaqi za θ imame deka E(θ̂1) = θ i
E(θ̂2) = θ. I θ̂3 e nepristrasen ocenuvaq za θ, pa zatoa

θ = E(θ̂3) = E(k1θ̂1 + k2θ̂2) = k1E(θ̂1) + k2E(θ̂1) = k1θ + k2θ = (k1 + k2)θ,

od kade k1 + k2 = 1. Od nezavisnosta na θ̂1 i θ̂2 imame

D(θ̂3) = D(k1θ̂1 + k2θ̂2) = k2
1D(θ̂1) + k2

2D(θ̂2) = (2k2
1 + k2

2)D(θ̂2) =

= (2k2
1 + (1− k1)2)D(θ̂2) = (3k2

1 − 2k1 + 1)D(θ̂2),

od kade D(θ̂3) dostignuva minimum za k1 = 1
3
, od kade sledi deka k2 = 1−k1 = 2

3
.

Zadaqa 4.4. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X ∼
U(0, a), kade a > 0 e nepoznat parametar. Poka�i deka â1 = 2Xn, kade Xn

e sredinata na primerokot i â2 = max{X1, ..., Xn} se konzistenteni ocenuvaqi
za parametarot a.

Rexenie. Od X ∼ U(0, a) imame deka gustinata na raspredelba na X e p(x) =
1
a
, x ∈ (0, a), pa za brojnite karakteristiki na X imame deka se EX = a

2

i DX = a2

12
, od kade i zasekoja sluqajna promenliva od primerokot imame

EXi = a
2
i DXi = a2

12
, i = 1, ..., n. Togax, za ocenuvaqot â1 = 2Xn = 2

n

∑n
i=1Xi

imame

E(â1) = E
( 2

n

n∑
i=1

Xi

)
=

2

n

n∑
i=1

E(Xi) =
2

n

n∑
i=1

a

2
=

2

n
· n · a

2
= a,

a zaradi nezavisnosta na sluqajnite promenlivi vo primerokot, imame

D(â1) = D
( 2

n

n∑
i=1

Xi

)
=

4

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
4

n2

n∑
i=1

a2

12
=

4

n2
· n · a

2

12
=
a2

3n
.

Sega, od E(â1) = a i D(â1) = a2

3n
→ 0, koga n→∞, sledi deka â1 e konzistenten

ocenuvaq za a. Da e i zabele�ime deka â1 e i nepristrasen ocenuvaq za a.
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Za da gi najdeme brojnite karakteristiki na ocenuvaqot â2 = max{X1, ..., Xn},
prvo ja odreduvame negovata raspredelba. Za funkcijata na raspredelba na
obele�jeto X imame deka e F (x) = 0 za x ≤ 0, F (x) = x

a
za x ∈ (0, a) i F (x) = 1

za x ≥ a. Pa, za funkcijata na raspredelba na â2 imame

Fâ2(x) = P{â2 ≤ x} = P{max{X1, ..., X2} ≤ x} = P{X1 ≤ x, ..., Xn ≤ x} =

= P{X1 ≤ x} · ... · P{Xn ≤ x} = F (x) · ... · F (x)︸ ︷︷ ︸
n

= (F (x))n =
xn

an
za x ∈ (0, a),

od kade gustinata na raspredelba na â2 e

pâ2(x) = F ′â2(x) =
(xn
an

)′
=
nxn−1

an
za x ∈ (0, a).

Togax, za matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na â2 imame

E(â2) =

∫ +∞

−∞
x pâ2(x) dx =

∫ a

0

x · nx
n−1

an
dx =

n

an

∫ a

0

xn dx =
na

n+ 1
−−−→
n→∞

a,

E(â2
2) =

∫ +∞

−∞
x2 pâ2(x) dx =

∫ a

0

x2 · nx
n−1

an
dx =

n

an

∫ a

0

xn+1 dx =
na2

n+ 2
,

D(â2) = E(â2
2)− (E(â2))2 =

na2

n+ 2
−
( na

n+ 1

)
=

na2

(n+ 2)(n+ 1)
−−−→
n→∞

0,

od kade sledi deka â2 e konzistenten ocenuvaq za a, no ne e nepristrasen
ocenuvaq za a.
Zabelexka. Konzistentnosta na â2 mo�e da ja poka�eme i po definicija, iako
â2 ne e nepristrasen ocenuvaq za a. Neka 0 < ε < a e proizvolen. Togax,

1 ≥ P{|â2 − a| < ε} = P{a− ε < â2 < a+ ε} =

∫ a+ε

a−ε
pâ2(x) dx =

=

∫ a

a−ε

nxn−1

an
dx =

n

an
· 1

n

(
an − (a− ε)n

)
= 1−

(a− ε
a

)n
−−−→
n→∞

1.

Za ε > a, trivijalno se poka�uva deka P{|â2 − a| < ε} = 1. Znaqi, ∀ε > 0,
lim
n→∞

P{|â2 − a| < ε} = 1, pa â2 e konzistenten ocenuvaq za a.

Zadaqa 4.5. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X koe
ima Beta raspredelba so parametri 1 i θ, kade θ > 0 e nepoznat parametar.
Poka�i deka θ̂ = 1

Xn
− 1, kade Xn e sredinata na primerokot, e konzistenten

ocenuvaq za parametarot θ.

Irena Stojkovska



4. Ocenuvaǌe na parametri 27

Rexenie. Sluqajnata promenliva X ima Beta raspredelba so parametri
α > 0 i β > 0, ako ima gustina na raspredelba p(x) = xα−1(1−x)β−1

B(α,β)
, x ∈ (0, 1),

kade B(α, β) =
∫ 1

0
xα−1(1−x)β−1dx e Beta funkcija za koja va�i B(α, β) = Γ(α)Γ(β)

Γ(α+β)
.

Matematiqko oqekuvaǌe i disperzija na X se EX = α
α+β

i DX = αβ
(α+β+1)(α+β)2

(poka�i!).
Togax, za obele�jeto X koe ima Beta raspredelba so parametri 1 i θ imame
deka EX = 1

1+θ
i DX = θ

(2+θ)(1+θ)2
.

Bidejḱi X1, ..., Xn se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi
so EXi = 1

1+θ
< +∞, i = 1, ..., n, od Teoremata na Hinqin, za nizata {Xi} va�i

slabiot zakon na golemite broevi, odnosno

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ 1

1 + θ
=⇒ 1

Xn

P−→ 1 + θ =⇒ 1

Xn

− 1
P−→ θ =⇒ θ̂

P−→ θ,

xto znaqi deka θ̂ e konzistenten ocenuvaq za θ.

Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 4.6. Obele�jeto X ima U(θ, 2θ) raspredelba, kade θ e nepoznat para-
metar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Poka�i
deka Tn = n+1

5n+4
(X(1) + 2X(n)) e nepristrasen ocenuvaq za parametarot θ, kade

X(1) = min{X1, ..., Xn} i X(n) = max{X1, ..., Xn}.

Zadaqa 4.7. Neka X1, ..., Xn se nezavisni sluqajni promenlivi so E(Xi) = βti
i D(Xi) = σ2, i = 1, 2, ..., n, kade t1, t2, ..., tn se poznati konstanti, a β i σ2

se nepoznati parametri. Poka�i deka β̂ =
∑n

i=1 tiXi

/∑n
i=1 t

2
i e nepristrasen

ocenuvaq za β. Opredeli dovolen uslov za da β̂ e konzistenten ocenuvaq za β.

Zadaqa 4.8. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X, pri-
xto EX = a i DX < +∞, kade a e nepoznat parametar. Poka�i deka â =

2
n(n+1)

∑n
k=1 kXk e konzistenten ocenuvaq za parametarot a.

Zadaqa 4.9. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X, za koe
EX2k < +∞. Poka�i deka µ̂k = 1

n

∑n
i=1(Xi − Xn)k e konzistenten ocenuvaq za

µk = E(X − EX)k.
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4.2 Najefikasni ocenuvaqi i dovolni statistiki
Zadaqa 4.10. Neka obele�jeto X ima Poasonova raspredelba so zakon na
raspredelba

P (x, λ) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, ...,

kade λ > 0 e nepoznat parametar i neka (X1, .., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X.

a) Poka�i deka Xn = 1
n

∑n
i=1Xi e nepristrasen ocenuvaq za parametarot λ

i odredi ja negovata dispezija.
b) Poka�i deka Xn e regularen ocenuvaq za λ.
v) Ispitaj ja efikasnosta na Xn kako ocenuvaq za λ.

Rexenie. a) Od EX = λ i DX = λ sledi deka i za sluqajnite promenlivi od
primerokot va�i EXi = λ i DXi = λ, i = 1, ..., n. Togax,

E(Xn) = E
( 1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n

n∑
i=1

λ =
1

n
· nλ = λ,

odnosno Xn e nepristrasen ocenuvaq za parametarot λ. Za negovata disper-
zija imame

D(Xn) = D
( 1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
1

n2

n∑
i=1

λ =
1

n2
· nλ =

λ

n
,

zaradi nezavisnosta na sluqajnite promenlivi vo primerokot.
b) Treba da gi proverime uslovite za regularnost za ocenuvaqot Xn kako

ocenuvaq za λ. Funkcijata na podobnost e

L(x, λ) =
n∏
i=1

P (xi, λ) =
n∏
i=1

λxi

xi!
e−λ =

λ
∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ, x = (x1, ..., xn) ∈ {0, 1, 2, ...}n.

(i) Mno�estvoto A = {x|L(x, λ) > 0} = Rn ne zavisi od λ.

(ii) Prviot izvod na L(x, λ) po λ e

∂L(x, λ)

∂λ
=

∑n
i=1 xi · λ

∑n
i=1 xi−1 − nλ

∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ.

(iii) Ḱe poka�eme deka mo�e da se diferencira po λ pod znakot za sumata∑
x∈Rn L(x, λ), odnosno deka ∂

∂λ

(∑
x∈Rn L(x, λ)

)
=
∑

x∈Rn
∂L(x,λ)
∂λ

.
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Bidejḱi
∑

x∈Rn L(x, λ) = 1 imame deka

∂

∂λ

( ∑
x∈Rn

L(x, λ)
)

= 0.

Od druga strana,

∑
x∈Rn

∂L(x, λ)

∂λ
=

∑
x∈Rn

∑n
i=1 xi · λ

∑n
i=1 xi−1 − nλ

∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ =

=
n

λ

∑
x∈Rn

1
n

∑n
i=1 xi · λ

∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ − n

∑
x∈Rn

λ
∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ =

=
n

λ

∑
x∈Rn

( 1

n

n∑
i=1

xi

)
L(x, λ)− n

∑
x∈Rn

L(x, λ) =

=
n

λ
E(Xn)− n · 1 =

n

λ
· λ− n = 0,

od kade zakluquvame deka va�i ∂
∂λ

(∑
x∈Rn L(x, λ)

)
=
∑

x∈Rn
∂L(x,λ)
∂λ

.

(iv) Ḱe poka�eme deka mo�e da se diferencira po λ pod znakot za sumata∑
x∈Rn U(x)L(x, λ), odnosno deka ∂

∂λ

(∑
x∈Rn U(x)L(x, λ)

)
=
∑

x∈Rn U(x)∂L(x,λ)
∂λ

,

kade U(x) = 1
n

∑n
i=1 xi.

Bidejḱi
∑

x∈Rn U(x)L(x, λ) = E(U) = E(Xn) = λ imame deka

∂

∂λ

( ∑
x∈Rn

U(x)L(x, λ)
)

= 1.

Od druga strana,

∑
x∈Rn

U(x)
∂L(x, λ)

∂λ
=

∑
x∈Rn

( 1

n

n∑
i=1

xi

)∑n
i=1 xi · λ

∑n
i=1 xi−1 − nλ

∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ =

=
n

λ

∑
x∈Rn

( 1

n

n∑
i=1

xi

)2

L(x, λ)− n
∑
x∈Rn

( 1

n

n∑
i=1

xi

)
L(x, λ) =

=
n

λ
E((Xn)2)− n E(Xn) =

n

λ
· (λ
n

+ λ2)− nλ = 1,

zatoa xto E(Xn)2 = D(Xn) + (E(Xn))2 = λ
n

+ λ2. Zakluquvame deka va�i
∂
∂λ

(∑
x∈Rn U(x)L(x, λ)

)
=
∑

x∈Rn U(x)∂L(x,λ)
∂λ

, kade U(x) = 1
n

∑n
i=1 xi.
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(v) Funkcijata f : Θ→ R (od Definicija 4.10) e f(λ) = λ.

Od (i)-(v) sledi deka Xn e regularen ocenuvaq za λ.
v) Ja presmetuvame dolnata granica D0 od Teoremata na Rao-Kramer (Teo-

rema 4.3). Za nea ni treba

lnL(x, λ) =
( n∑
i=1

xi

)
lnλ− ln

( n∏
i=1

xi!
)
− nλ,

od kade
∂ lnL(x, λ)

∂λ
=
( n∑
i=1

xi

) 1

λ
− n,

pa zatoa

E
(∂ lnL(X, λ)

∂λ

)2

= E
(( n∑

i=1

Xi

) 1

λ
− n

)2

= E
( 1

λ2

( n∑
i=1

Xi

)2

− 2n

λ

( n∑
i=1

Xi

)
+ n2

)
=

= n2 E
( 1

λ2

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)2

− 2

λ

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)
+ 1
)

=

= n2 E
( 1

λ2

(
Xn

)2 − 2

λ

(
Xn

)
+ 1
)

=

= n2
( 1

λ2
E
(
Xn

)2 − 2

λ
E
(
Xn

)
+ 1
)

=

= n2
( 1

λ2
(
λ

n
+ λ2)− 2

λ
· λ+ 1

)
=
n

λ
.

Bidejḱi f ′(λ) = 1, za D0 imame

D0 =
(f ′(λ))2

E
(
∂ lnL(X,λ)

∂λ

)2 =
1
n
λ

=
λ

n
= D(Xn),

od kade sledi deka Xn e najefikasen ocenuvaq za λ.

Zabelexka. Izrazot E
(
∂ lnL(X,λ)

∂λ

)2

mo�e da se presmeta i so pomox na in-

formacijata na Fixer I(λ), koristejḱi ja raspredelbata na obele�jeto X t.e.
P (x, λ). Taka, imame

E
(∂ lnL(X, λ)

∂λ

)2

= n I(λ) = n E
(∂ lnP (X,λ)

∂λ

)2

= n E
( ∂
∂λ

(
X lnλ− lnX!− λ

))2

=

= n E
(X
λ
− 1
)2

= n E
(X2

λ2
− 2

X

λ
+ 1
)

=
n

λ2
E(X2)− 2n

λ
EX + n =

=
n

λ2
(λ+ λ2)− 2n

λ
λ+ n =

n

λ
.
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Zadaqa 4.11. Neka obele�jeto X ima eksponencijalna raspredelba so gustina
na raspredelba

p(x, θ) =
1

θ
e−

x
θ , x > 0,

kade θ > 0 e nepoznat parametar i neka (X1, .., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X. Poka�i deka θ̂ = n ·min{X1, ..., Xn} e nepristrasen ocenuvaq za
θ. Ispitaj ja efikasnosta na θ̂ kako ocenuvaq za θ.

Rexenie. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovaa na obele�ejeto X koe ima
eksponencijalna raspredelba so funkcija na raspredelba

F (x, θ) =

∫ x

−∞
p(u, θ) du =

∫ x

0

1

θ
e−

u
θ du = 1− e−

x
θ , x > 0.

Togax, za raspredelbata na ocenuvaqot θ̂ imame

Fθ̂(x) = P{θ̂ ≤ x} = P{n ·min{X1, ..., Xn} ≤ x} = P{min{X1, ..., Xn} ≤
x

n
} =

= 1− P{min{X1, ..., Xn} >
x

n
} = 1− P{X1 >

x

n
, ..., Xn >

x

n
} =

= 1− P{X1 >
x

n
} · ... · P{Xn >

x

n
} = 1− (1− P{X1 ≤

x

n
}) · ... · (1− P{Xn ≤

x

n
}) =

= 1− (1− F (
x

n
, θ))n = 1− (e−

x
nθ )n = 1− e−

x
θ , x > 0,

odnosno i θ̂ ima eksponencijalna raspredelba so parametar θ, od kade E(θ̂) = θ
i D(θ̂) = θ2, pa θ̂ e nepristrasen ocenuvaq za θ.

Ḱe poka�eme deka za θ̂ va�at uslovite za regularnost. Funkcijata na
podobnost e

L(x, θ) =
n∏
i=1

p(xi, θ) =
n∏
i=1

1

θ
e−

xi
θ =

1

θn
e−

1
θ

∑n
i=1 xi , x = (x1, ..., xn) ∈ Rn

+.

(i) Mno�estvoto A = {x|L(x, θ) > 0} = Rn ne zavisi od θ.

(ii) Prviot izvod na L(x, θ) po θ e

∂L(x, θ)

∂θ
=

∑n
i=1 xi − nθ
θn+2

e−
1
θ

∑n
i=1 xi .

(iii) Ḱe poka�eme deka mo�e da se diferencira po θ pod znakot za integral∫
x∈Rn L(x, θ) dx, odnosno deka ∂

∂θ

( ∫
x∈Rn L(x, θ) dx

)
=
∫
x∈Rn

∂L(x,θ)
∂θ

dx.
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Bidejḱi
∫
x∈Rn L(x, θ) dx = 1 imame deka

∂

∂θ

(∫
x∈Rn

L(x, λ) dx
)

= 0.

Od druga strana,∫
x∈Rn

∂L(x, θ)

∂θ
dx =

∫
x∈Rn

∑n
i=1 xi − nθ
θn+2

e−
1
θ

∑n
i=1 xi dx =

=
n

θ2

∫
x∈Rn

1
n

∑n
i=1 xi

θn
e−

1
θ

∑n
i=1 xi − n

θ

∫
x∈Rn

1

θn
e−

1
θ

∑n
i=1 xi =

=
n

θ2

∫
x∈Rn

( 1

n

n∑
i=1

xi

)
L(x, θ)− n

θ

∫
x∈Rn

L(x, θ) =

=
n

θ2
E(Xn)− n

θ
· 1 =

n

θ2
· θ − n

θ
= 0,

zatoa xto E(Xn) = EX = θ, kade X e obele�jeto, pa zakluquvame deka

va�i ∂
∂θ

( ∫
x∈Rn L(x, θ) dx

)
=
∫
x∈Rn

∂L(x,θ)
∂θ

dx.

(iv) Ḱe poka�eme deka mo�e da se diferencira po θ pod znakot za integral∫
x∈Rn U(x)L(x, θ), odnosno deka ∂

∂θ

( ∫
x∈Rn U(x)L(x, θ)

)
=
∫
x∈Rn U(x)∂L(x,θ)

∂θ
, kade

U(x) = n ·min{x1, ..., xn}.
Bidejḱi

∫
x∈Rn U(x)L(x, θ) = E(U) = E(θ̂) = θ imame deka

∂

∂θ

(∫
x∈Rn

U(x)L(x, θ)
)

= 1.

Od druga strana,∫
x∈Rn

U(x)
∂L(x, θ)

∂θ
=

∫
x∈Rn

(
n ·min{x1, ..., xn}

)∑n
i=1 xi − nθ
θn+2

e−
1
θ

∑n
i=1 xi =

=
n

θ2

∫
x∈Rn

(
n ·min{x1, ..., xn}

) ( 1

n

n∑
i=1

xi

)
L(x, θ)−

−n
θ

∫
x∈Rn

(
n ·min{x1, ..., xn}

)
L(x, θ) =

=
n

θ2
E(θ̂ Xn)− n

θ
E(θ̂) = 1,

pri xto poslednoto ravenstvo va�i za n = 1, zatoa xto togax E(θ̂ Xn) =
E(X2

1 ) = 2θ2 i od nepristrasnosta na θ̂ t.e. E(θ̂) = θ se dobiva raven-
stvoto. (Za ostanatite vrednosti na n treba da se proveri!). Zak-

luquvame deka za n = 1 va�i ∂
∂θ

( ∫
x∈Rn U(x)L(x, θ)

)
=
∫
x∈Rn U(x)∂L(x,θ)

∂θ
, kade

U(x) = n ·min{x1, ..., xn}.
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(v) Funkcijata f : Θ→ R (od Definicija 4.10) e f(θ) = θ.

Od (i)-(v) sledi deka za n = 1, ocenuvaqot θ̂ e regularen ocenuvaq za θ.
Sledno, ja presmetuvame dolnata granica D0 od Teoremata na Rao-Kramer

(Teorema 4.3). Za nea ni treba

lnL(x, θ) = −n ln θ − 1

θ

n∑
i=1

xi,

od kade
∂ lnL(x, θ)

∂θ
= −n

θ
+

1

θ2

n∑
i=1

xi,

pa zatoa

E
(∂ lnL(X, θ)

∂θ

)2

= E
(
− n

θ
+

1

θ2

n∑
i=1

Xi

)2

= E
(n2

θ2
− 2n

θ3

n∑
i=1

Xi +
1

θ4

( n∑
i=1

Xi

)2)
=

= n2 E
( 1

θ2
− 2

θ3
· 1

n

n∑
i=1

Xi +
1

θ4

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)2)
=

= n2 E
( 1

θ2
− 2

θ3
·Xn +

1

θ4

(
Xn

)2
)

=

= n2
( 1

θ2
− 2

θ3
· E
(
Xn

)
+

1

θ4
E
(
Xn

)2
)

=

= n2
( 1

θ2
− 2

θ3
· θ +

1

θ4
(
θ2

n
+ θ2)

)
=

n

θ2
.

Bidejḱi f ′(θ) = 1, za D0 imame

D0 =
(f ′(θ))2

E
(
∂ lnL(X,θ)

∂θ

)2 =
1
n
θ2

=
θ2

n
,

od kade za n = 1 imame deka D0 = θ2 = D(θ̂), odnosno nepristrasniot regularen
ocenuvaq θ̂ e najefikasen ocenuvaq za θ.

Zadaqa 4.12. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) = e−(x−θ), θ < x < +∞,

kade θ e nepoznat parametar. Poka�i deka U = min{X1, ..., Xn} e dovolna sta-
tistika za parametarot θ, kade (X1, .., Xn) e primerok koj odgovara na obele�-
jeto X.
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Rexenie. Funkcijata na raspredelba na obele�jeto X e

F (x, θ) =

∫ x

−∞
p(u, θ) du =

∫ x

θ

e−(u−θ) du = 1− e−(x−θ), x > θ.

Togax, za funkcijata na raspredelba na ocenuvaqot U imame

FU(x) = P{U ≤ x} = P{min{X1, ..., Xn} ≤ x} =

= 1− P{min{X1, ..., Xn} > x} = 1− P{X1 > x, ..., Xn > x} =

= 1− P{X1 > x} · ... · P{Xn > x} = 1− (1− P{X1 ≤ x}) · ... · (1− P{Xn ≤ x}) =

= 1− (1− F (x, θ))n = 1− (e−(x−θ))n = 1− e−n(x−θ), x > θ,

od kade gustinata na raspredelba na U e

pU(x, θ) = F ′U(x, θ) = ne−n(x−θ), x > θ.

Sledno, ja izveduvame uslovnata raspredelba na primerokot (X1, .., Xn) pri
uslov U = t. Neka (x1, ..., xn) e proizvolen element od domenot xi > θ, i = 1, ..., n,
i t > θ. Togax,

L(x, θ|U = t) =
L(x, θ)

pU(t)
=

∏n
i=1 p(xi, θ)

pU(t)
=

∏n
i=1 e

−(xi−θ)

ne−n(t−θ) =
e−

∑n
i=1(xi−θ)

ne−n(t−θ) =
e−

∑n
i=1 xi

ne−nt
,

xto ne zavisi od ocenuvaniot prametar θ. Koga t ≤ θ, uslovnata raspredelba
e 0, pa trivijalno ne zavisi od θ. Spored toa, zakluquvame deka ocenuvaqot
U = min{X1, ..., Xn} e dovolna statistika za parametarot θ.

Zadaqa 4.13. Obele�jeto X ima Poasonova P(λ) raspredelba, kade λ > 0
e nepoznat parametar. Vrz osnova na primerok (X1, .., Xn) koj odgovara na
obele�jeto X, opredeli edna dovolna statistika za parametarot λ.

Rexenie. Raspredelbata na obele�jeto X e

P (x, λ) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, ...,

od kade za funkcijata na podobnost t.e. raspredelbata na primerokot (X1, ..., Xn)
imame

L(x, λ) =
n∏
i=1

P (xi, λ) =
n∏
i=1

λxi

xi!
e−λ =

λ
∑n
i=1 xi∏n

i=1 xi!
e−nλ =

= e−nλλ
∑n
i=1 xi · 1∏n

i=1 xi!
= g(U(x), θ) · h(x),

za x = (x1, ..., xn) ∈ {0, 1, 2, ...}n, kade U(x) =
∑n

i=1 xi, g(U(x), θ) = e−nλλ
∑n
i=1 xi i

h(x) = 1∏n
i=1 xi!

. Spored teoremata za faktorizacija sledi deka U =
∑n

i=1Xi e
dovolna statistika za λ.
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Zadaqa 4.14. Obele�jeto X ima Gausova N (a, σ2) raspredelba, kade a i σ2 > 0
se nepoznati parametri. Neka (X1, .., Xn) e primerok koj odgovara na obele�-
jeto X. Poka�i deka (Xn, S

2

n) e dovolna statistika za (a, σ2), kade Xn =
1
n

∑n
i=1Xi i S

2

n = 1
n

∑n
i=1(Xi − Xn)2 se sredinata i disperzijata na primero-

kot soodvetno.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na obele�jeto X e

p(x, a, σ2) =
1√

2πσ2
e−

(x−a)2

2σ2 , x ∈ R,

od kade za raspredelbata na primerokot (X1, ..., Xn) imame

L(x, a, σ2) =
n∏
i=1

p(xi, a, σ
2) =

n∏
i=1

1√
2πσ2

e−
(xi−a)

2

2σ2 =

=
1

(
√

2πσ2)n
e−

∑n
i=1

(xi−a)
2

2σ2 =
1

(
√

2πσ2)n
e−

1
2σ2

∑n
i=1(xi−x+x−a)2 =

=
1

(
√

2πσ2)n
exp{− 1

2σ2

( n∑
i=1

(xi − x)2 + 2(x− a)
n∑
i=1

(xi − x) + n(x− a)2
)
} =

=
1

(
√

2πσ2)n
exp{− 1

2σ2
(s2 + n(x− a)2)} = g(x, s2, a, σ2) · h(x),

za x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, kade g(x, s2, a, σ2) = 1

(
√

2πσ2)n
exp{− 1

2σ2 (s2 + n(x − a)2)} i

h(x) = 1, pa spored teoremata za faktorizacija sledi deka (Xn, S
2

n) e dovolna
statistika za (a, σ2).

Zadaqi za samostojna rabota

Zadaqa 4.15. Neka obele�jeto X ima binomna B(m, p) raspredelba, kade m
e poznat parametar, a 0 < p < 1 e nepoznat parametat i neka (X1, .., Xn) e
primerok koj odgvara na obele�jeto X. Poka�i deka Un = 1

m
Xn = 1

mn

∑n
i=1Xi

e najefikasen ocenuvaq za parametarot p.

Zadaqa 4.16. Neka obele�jeto X ima ramnomerna U(θ1, θ2) raspredelba, kade
θ1 < θ2 se nepoznati parametri i neka (X1, .., Xn) e primerok koj odgvara na
obele�jeto X.

a) Poka�i deka Un =
X(1)+X(n)

2
e najefikasen ocenuvaq za medijanata θ1+θ2

2
.

b) Poka�i deka Vn = n+1
n−1

(X(n) − X(1)) e najefikasen ocenuvaq za opsegot
θ2 − θ1.
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Zadaqa 4.17. Neka obele�jeto X ima Gama raspredelba so parametri p i 1
θ

t.e ima gustina na raspredelba

p(x, θ) =
θpxp−1

Γ(p)
e−θx, x > 0,

kade θ > 0 e nepoznat parametar i neka (X1, .., Xn) e primerok koj odgvara na
obele�jeto X. Neka θ̂ = p

Xn
e ocenuvaq za θ, kade Xn = 1

n

∑n
i=1Xn e sredinata na

primerokot. Proveri dali θ̂ e nepristrasen ocenuvaq za θ, ako ne e, koregiraj
go do nepristrasnost. Ispitaj ja efikasnosta na koregiraniot ocenuvaq kako
ocenuvaq za θ.
Upatstvo. Ocenuvaqot θ̂1 = np−1

np
θ̂ e korekcijata do nepristrasnost i toj e

asimptotski najefikasen ocenuvaq za θ.

Zadaqa 4.18. Obele�jeto X ima Gausova N (0, σ2) raspredelba, kade σ2 > 0
e nepoznat parametar. Vrz osnova na primerok (X1, .., Xn) koj odgovara na
obele�jeto X, opredeli edna dovolna statistika za parametarot σ2.

Zadaqa 4.19. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) = θx(θ−1), 0 < x < 1,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Poka�i deka U = X1 · ... ·Xn e dovolna statis-
tika za parametarot θ, kade (X1, .., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto
X.

Zadaqa 4.20. Neka obele�jeto X prima vrednosti x1, ..., xk so verojatnosti
p1, .., pk soodvetno, pri xto

∑k
i=1 pi = 1 i neka (X1, .., Xn) e primerok koj odgo-

vara na obele�jeto X. Neka Unj e broj na qlenovi od primerokot (X1, .., Xn)
koi primaat vrednost xj. Poka�i deka (Un1, ..., Unk) e dovolna statistika za
(p1, ..., pk).
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4.3 Metodi za naoǵaǌe na ocenuvaqi
Zadaqa 4.21. Neka obele�jeto X ima geometriska raspredelba Geo(p), kade
0 < p < 1 e nepoznat parametar. So metod na momenti, vrz osnova na primerok
(X1, ..., Xn) koj odgovara na obele�jeto X, najdi ocenuvaq za parametarot p.

Rexenie. Raspredelbata na obele�jeto X e

P (k, p) = p(1− p)k, k = 0, 1, 2, ...,

pa prviot moment na X e

E(X) =
1− p
p

.

Sega, spored metodot na momenti, prviot moment go zamenuvame so negoviot
ocenuvaq, odnosno prviot moment na primerokot Zn,1 = Xn = 1

n

∑n
i=1Xi, a

parametarot p go zamenuvame so negoviot ocenuvaq p̂. Taka, dobivame

Xn =
1− p̂
p̂

,

od kade
p̂ =

1

1 +Xn

e ocenuvaq na parametarot p najden so metodot na momenti.

Zadaqa 4.22. Neka obele�jeto X ima ramnomerna raspredelba U(θ1, θ1 + θ2),
kade θ1 i θ2 > 0 se nepoznati parametri. So metod na momenti, vrz osnova
na primerok (X1, ..., Xn) koj odgovara na obele�jeto X, najdi ocenuvaqi za
parametrite θ1 i θ2.

Rexenie. Od X ∼ U(θ1, θ1 + θ2) imame deka

E(X) =
θ1 + (θ1 + θ2)

2
=

2θ1 + θ2

2
i D(X) =

(θ1 + θ2 − θ1)2

12
=
θ2

2

12
,

od kade za vtoriot moment imame

E(X2) = D(X) + (E(X))2 =
θ2

2

12
+
(2θ1 + θ2

2

)2

=
3θ2

1 + 3θ1θ2 + θ2
2

3
.

Spored metodot na momenti, za da gi najdeme ocenuvaqite θ̂1 i θ̂2 na θ1 i θ2

soodvetno, go rexavame sledniot sistem
Zn,1 =

2θ̂1 + θ̂2

2

Zn,2 =
3θ̂2

1 + 3θ̂1θ̂2 + θ̂2
2

3

,
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kade Zn,1 = Xn = 1
n

∑n
i=1 Xi i Zn,2 = 1

n

∑n
i=1X

2
i se soodvetno prviot i vtoriot

moment na primerokot. Zemajḱi vo predvid deka θ2 > 0, rexenija na posled-
niot sistem koi se od nax interes se θ̂1 = Zn,1 −

√
3(Zn,2 − Z2

n,1)

θ̂2 = 2
√

3(Zn,2 − Z2
n,1)

,

odnosno ocenuvaqi so metod na momenti za θ1 i θ2 se
θ̂1 = Xn −

√√√√3
( 1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2

n

)
= Xn −

√
3S

2

n

θ̂2 = 2

√√√√3
( 1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2

n

)
= 2

√
3S

2

n

.

Zadaqa 4.23. Neka obele�jeto X ima χ2
m raspredelba t.e. negovata gustina

na raspredelba e

p(x,m) =
x
m
2
−1

2
m
2 Γ(m

2
)
e−

x
2 , x > 0,

kade m e nepoznat parametar. So metod na momenti, vrz osnova na primerok
(X1, ..., Xn) koj odgovara na obele�jeto X, najdi dva ocenuvaqi za parametarot
m. Ispitaj ja nivnata nepristrasnost i konzistentnost.

Rexenie. Za sluqajnata promenliva X so χ2
m raspredelba imame deka E(X) =

m i D(X) = 2m, od kade E(X2) = DX + (E(X))2 = 2m+m2.
Spored metodot na momenti, bidejḱi E(X) = m, sledi deka eden ocenuvaq

za parametarot m e ocenuvaqot m̂ = Zn,1 = Xn = 1
n

∑n
i=1 Xi. Dodeka pak, od

E(X2) = 2m + m2, vtoriot ocenuvaq m̃ mo�e da go dobieme od Zn,2 = 2m̃ + m̂2,
od kade m̃ = 1

2
(Zn,2 − m̂2) = 1

2
S

2

n.
Da ja ispitame nepristrasnosta na ocenuvaqite m̂ i m̃. Od

E(m̂) = E(Xn) = E
( 1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n
· n ·m = m,

sledi deka m̂ e nepristrasen ocenuvaq za m. Potoa, od

E(m̃) = E
(1

2
S

2

n

)
= E

(1

2

( 1

n

n∑
i=1

X2
i −

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)2))
=

=
1

2

( 1

n

n∑
i=1

E(X2
i )− 1

n2
E
( n∑
i=1

Xi

)2)
=

=
1

2

( 1

n
· n · (2m+m2)− 1

n2
· (2nm+ n2m2)

)
=

(n− 1)m

n
→ m, n→∞,
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od kade zakluquvame deka m̃ e asimptotski nepristrasen ocenuvaq za m. Pri-
toa, iskoristeno e deka X1, .., Xn se nezavisni i ednakvo raspredeleni so
χ2
m raspredelbi, od kade sledi deka

∑n
i=1Xi ima χ2

nm raspredelba, pa zatoa
E(
∑n

i=1Xi) = nm i D(
∑n

i=1 Xi) = 2nm, od kade

E(
n∑
i=1

Xi)
2 = D(

n∑
i=1

Xi) + (E(
n∑
i=1

Xi))
2 = 2nm+ n2m2.

Ocenuvaqite najdeni so metod na momenti se konzistentni. Konzistent-
nosta ḱe ja poka�eme i so ispituvaǌe na nivnata disperzija. Imeno od

D(m̂) = D(Xn) =
DX

n
=

2m

n
→ 0, n→∞,

i bidejḱi E(m̂) = m, sledi deka m̂ e konzistenten ocenuvaq za m. Za dispez-
ijata na ocenuvaqot m̃ imame

D(m̃) = D(
1

2
S

2

n) =
1

4
D(S

2

n) =
1

4
· (n− 1)2

n3
(µ4 −

n− 3

n− 1
µ2

2)→ 0, n→∞,

i od E(m̃) → m, n → ∞, zakluquvame deka m̃ e konzistenten ocenuvaq za
m. Pritoa, µ2 = E(X − EX)2 i µ4 = E(X − EX)4 se soodvetno vtoriot i
qetvrtiot centralen moment na obele�jeto X koi ne zavisat od goleminata
na primerokot n.

Zadaqa 4.24. Neka obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) = θ xθ−1, 0 < x < 1,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. So metod na momenti, vrz osnova na poda-
tocite od tabelata, koi odgovaraat na obele�jeto X, najdi ocenka za para-
metarot θ.

xk 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fk 5 12 35 28 17 3

Rexenie. Za matematiqkoto oqekuvaǌe na X imame

E(X) =

∫ +∞

−∞
x · p(x, θ) dx =

∫ 1

0

x · θ xθ−1 dx = θ

∫ 1

0

xθ dx =
θ

θ + 1
.

Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Spored metodot
na momenti, za ocenuvaqot θ̂ va�i

Zn,1 =
θ̂

θ̂ + 1
,
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od kade

θ̂ =
Zn,1

1− Zn,1
=

Xn

1−Xn

.

Ja presmetuvame aritmetiqkata sredina na dadenite podatoci, za koi n =
5 + 12 + 35 + 28 + 17 + 3 = 100,

x =
1

100
(5 · 0, 1 + 12 · 0, 2 + 35 · 0, 3 + 28 · 0, 4 + 17 · 0, 5 + 3 · 0, 6) = 0, 349,

i dobivame deka ocenka za parametarot θ e

θ =
x

1− x
=

0, 349

1− 0, 349
≈ 0, 536098.

Zadaqa 4.25. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) = eθ−x, x ≥ θ,

kade θ e nepoznat parametar. Vrz osnova na primerokot (X1, ..., Xn), koj odgo-
vara na obele�jeto X, najdi maksimalno podoben ocenuvaq za θ, a potoa ispi-
taj gi nepristrasnosta i konistentnosta na najdeniot ocenuvaq.

Rexenie. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Togax,
za x = (x1, ..., xn), funkcijata na podobnost e

L(x, θ) =
n∏
i=1

p(xn, θ) =
n∏
i=1

eθ−xi = enθ−
∑n
i=1 xi , xi ≥ θ, i = 1, ..., n.

Bidejḱi domenot na funkcijata na podobnost zavisi od ocenuvaniot parame-
tar, maksimalno podobniot ocenuvaq go barame so direktna maksimizacija
na funkcijata na podobnost. Taka, od

∂L(x, θ)

∂θ
=

∂

∂θ

(
enθ−

∑n
i=1 xi

)
= nenθ−

∑n
i=1 xi > 0, xi ≥ θ, i = 1, ..., n,

sledi deka za xi ≥ θ, i = 1, ..., n, xto e ekvivalentno so min{x1, ..., xn} ≥ θ,
funkcijata L(x, θ) e rasteqka po θ, pa taa go dostignuva svojot maksimum
za najgolemata mo�na vrednost za θ, odnosno za θ = min{x1, ..., xn}. Znaqi,
maksimalno podoben ocenuvaq za θ e θ̂ = min{X1, ..., Xn}.

Za funkcijata na raspredelba na θ̂ imame

Fθ̂(x) = P{θ̂ ≤ x} = P{min{X1, ..., Xn} ≤ x} = 1− P{min{X1, ..., Xn} > x} =

= 1− P{X1 > x, ..., Xn > x} = 1− P{X1 > x} · ... · P{Xn > x} =

= 1− (1− P{X1 ≤ x}) · ... · (1− P{Xn ≤ x}) = 1− (1− F (x))n,
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kade F (x) e funkcijata na raspredelba na oble�jeto X. Imame

F (x) =

∫ x

−∞
p(u, θ) du =

∫ x

θ

eθ−u du = 1− eθ−x, x ≥ θ,

od kade
Fθ̂(x) = 1− (1− F (x))n = 1− en(θ−x), x ≥ θ,

pa gustinata na raspredelba na θ̂ e

pθ̂(x) = F ′
θ̂
(x) = nen(θ−x), x ≥ θ.

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe na θ̂ e

E(θ̂) =

∫ +∞

−∞
x · pθ̂(x) dx =

∫ +∞

θ

x · nen(θ−x) dx =

= n
(
− 1

n
x en(θ−x)

∣∣∣+∞
θ

+
1

n

∫ +∞

θ

en(θ−x) dx
)

=

= n
( θ
n
− 1

n2
en(θ−x)

∣∣∣∞
θ

)
= n

( θ
n

+
1

n2

)
= θ +

1

n
→ θ, n→∞,

odnosno θ̂ e asimptotski nepristrasen ocenuvaq za θ. Da zabele�ime deka
korigiraniot ocenuvaq θ̃ = θ̂ − 1

n
e nepristrasen ocenuvaq za θ.

Da ja ispitame konzistentnsta na θ̂. Neka ε > 0 e proizvolen. Togax,

P{|θ̂ − θ| ≥ ε} = 1− P{|θ̂ − θ| < ε} = 1− P{−ε < θ̂ − θ < ε} =

= 1− P{θ − ε < θ̂ < θ + ε} = 1−
∫ θ+ε

θ−ε
pθ̂(x) dx =

= 1−
∫ θ+ε

θ

nen(θ−x) dx = 1 + n · 1

n
en(θ−x)

∣∣∣θ+ε
θ

= e−nε → 0, n→∞,

od kade sledi deka θ̂ e konzistenten ocenuvaq za θ.

Zadaqa 4.26. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) =
x

θ2
e−

x
θ , x > 0,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X.

a) Vrz osnova na primerokot (X1, ..., Xn), najdi maksimalno podoben ocenu-
vaq za θ, a potoa ispitaj gi nepristrasnosta i efikasnosta na najdeniot
ocenuvaq.

b) Poka�i deka ocenuvaqot 1
3n

∑n
i=1 X

2
i e nepristrasen ocenuvaq za DX.
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Rexenie. a) Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. To-
gax, funkcijata na podobnost za x = (x1, ..., xn) e

L(x, θ) =
n∏
i=1

p(xn, θ) =
n∏
i=1

xi
θ2
e−

xi
θ =

∏n
i=1 xi
θ2n

e−
1
θ

∑n
i=1 xi , xi > 0, i = 1, ..., n,

od kade

lnL(x, θ) = ln
n∏
i=1

xi − 2n ln θ − 1

θ

n∑
i=1

xi.

Za da go najdeme maksimalno podobniot ocenuvaq za θ (θ > 0), ja rexavame
ravenkata na podobnost

0 =
∂ lnL(x, θ)

∂θ
= −2n

θ
+

1

θ2

n∑
i=1

xi,

qie rexenie e θ = 1
2n

∑n
i=1 xi, od kade maksimalno podoben ocenuvaq za θ e

θ̂ = 1
2n

∑n
i=1Xi = 1

2
Xn, kade Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi e sredinata na primerokot.

Da ja ispitame nepristrassnosta na θ̂. Matematiqkoto oqekuvaǌe na X e

E(X) =

∫ +∞

−∞
x · p(x, θ) dx =

∫ +∞

0

x · x
θ2
e−

x
θ dx =

=
1

θ2

(
− θx2e−

x
θ

∣∣∣+∞
0

+ 2θ

∫ +∞

0

xe−
x
θ dx
)

=
2

θ

∫ +∞

0

xe−
x
θ dx =

=
2

θ

(
− θxe−

x
θ

∣∣∣+∞
0

+ θ

∫ +∞

0

e−
x
θ dx
)

= 2

∫ +∞

0

e−
x
θ dx =

= −2θe−
x
θ

∣∣∣+∞
0

= 2θ,

od kade

E(θ̂) = E
( 1

2n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

2n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

2n
· n · 2θ = θ,

odnosno θ̂ e nepristrasen ocenuvaq za θ.
Ocenuvaqot θ̂ e regularen ocenuvaq za θ (poka�i!).
Za da ja ispitame efikasnista na θ̂, prvo gi naoǵame vtoriot moment i

disperzijata na X. Za vtoriot moment na X imame

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2 · p(x, θ) dx =

∫ +∞

0

x2 · x
θ2
e−

x
θ dx =

=
1

θ2

(
− θx3e−

x
θ

∣∣∣+∞
0

+ 3θ

∫ +∞

0

x2e−
x
θ dx
)

=
3

θ

∫ +∞

0

x2e−
x
θ dx =

= 3θ

∫ +∞

0

x2

θ2
e−

x
θ dx = 3θ · E(X) = 3θ · 2θ = 6θ2,
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od kade disperzijata na X e

D(X) = E(X2)− (E(X))2 = 6θ2 − (2θ)2 = 2θ2.

Sega, izrazot E
(
∂ lnL(X,θ)

∂θ

)2

go presmetuvame so pomox na informacijata na

Fixer I(θ), koristejḱi ja raspredelbata na obele�jeto X t.e. p(x, θ). Pa,
imame

E
(∂ lnL(X, θ)

∂θ

)2

= n I(θ) = n E
(∂ ln p(X, θ)

∂θ

)2

= n E
( ∂
∂θ

(
lnX − 2 ln θ − X

θ

))2

=

= n E
(
− 2

θ
+
X

θ2

)2

=
n

θ4
E(−2θ +X)2 =

n

θ4
E(4θ2 − 4θX +X2) =

=
n

θ4
(4θ2 − 4θE(X) + E(X2)) =

n

θ4
(4θ2 − 4θ · 2θ + 6θ2) =

2n

θ2
.

Od druga strana, zaradi nezavisnosata na sluqajnite promenlivi vo prime-
rokot, za disperzijata na ocenuvaqot θ̂ imame

D(θ̂) = D
( 1

2n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

4n2

n∑
i=1

D(Xi) =
1

4n2
· n · 2θ2 =

θ2

2n
.

Bidejḱi f(θ) = θ, sledni deka f ′(θ) = 1, pa za D0 od Teoremata na Rao-Kramer
imame

D0 =
(f ′(θ))2

E
(
∂ lnL(X,θ)

∂θ

)2 =
1
2n
θ2

=
θ2

2n
= D(θ̂),

od kade zakluquvame deka nepristrasniot regularen ocenuvaq θ̂ e najefikasen
ocenuvaq za θ.

b) Da ja ispitame nepristrasnosta na ocenuvaqot U = 1
3n

∑n
i=1X

2
i kako

ocenuvaq za DX. Imame,

E(U) = E
( 1

3n

n∑
i=1

X2
i

)
=

1

3n

n∑
i=1

E(X2
i ) =

1

3n
· n · 6θ2 = 2θ2 = DX,

od kade zakluquvame deka U e nepristrasen ocenuvaq za DX.

Zadaqa 4.27. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) =
e−|x|

2(1− e−θ)
, |x| ≤ θ,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Vrz osnova na primerokot (X1, ..., Xn), koj
odgovara na obele�jeto X, najdi maksimalno podoben ocenuvaq za θ.
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Rexenie. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Za
x = (x1, ..., xn), funkcijata na podobnost e

L(x, θ) =
n∏
i=1

p(xn, θ) =
n∏
i=1

e−|xi|

2(1− e−θ)
=

e−
∑n
i=1 |xi|

2n(1− e−θ)n
, |xi| ≤ θ, i = 1, ..., n.

Bidejḱi

∂L(x, θ)

∂θ
=

∂

∂θ

( e−
∑n
i=1 |xi|

2n(1− e−θ)n
)

=
e−

∑n
i=1 |xi|

2n
· −ne−θ

(1− e−θ)n+1
< 0, |xi| ≤ θ, i = 1, ..., n,

funkcijata L(x, θ) e opaǵaqka funkcija po θ za |xi| ≤ θ, i = 1, ..., n, xto e ek-
vivalentno so max{|x1|, ..., |xn|} ≤ θ, pa taa go dostignuva svojot maksimum za
minimalnata mo�na vrednost za θ, odnosno za θ = max{|x1|, ..., |xn|}. Znaqi,
maksimalno podoben ocenuvaq za θ e θ̂ = max{|X1|, ..., |Xn|}.

Zadaqa 4.28. Eden strelec ja pogoduva celta so nepoznata verojatnost p (0 <
p < 1). Za da ja oceni verojatnosta p, strelecot zema 20 kurxumi so koi ja
gaǵa celta i pri toa go zabele�uva brojot na pogodoci. Toj izveduva 5 serii
od takvi gaǵaǌa (sekoja serija od po 20 kurxumi) i pritoa gi zabele�al
rezultatite dadeni vo tabelata. Vrz osnova na dadenite rezultati, najdi
maksimalno podobna ocenka za parametarot p.

serija 1 2 3 4 5
broj na pogodoci 14 10 12 9 15

Rexenie. Neka X e broj na pogodoci na celta pri 20 nezavisni gaǵaǌa.
Togax, X ima B(20, p) raspredelba, kade p e nepoznat parametar, odnosno
zakonot na raspredelba na X e

P (x, p) =

(
20

x

)
px(1− p)20−x, x = 0, 1, ..., 20.

Togax, realizacijata na funkcijata na podobnost za dadenite podatoci e

L(x, p) =
5∏
i=1

P (xi, p) = P (14, p) · P (10, p) · P (12, p) · P (9, p) · P (15, p) =

=

(
20

14

)
p14(1− p)20−14 ·

(
20

10

)
p10(1− p)20−10 ·

(
20

12

)
p12(1− p)20−12 ·

·
(

20

9

)
p9(1− p)20−9 ·

(
20

15

)
p15(1− p)20−15 = C · p60(1− p)40,

kade C =
(

20
14

)(
20
10

)(
20
12

)(
20
9

)(
20
15

)
.
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Za da ja odredime vrednosta na parametarot p za koj funkvijata L(x, p)
dostignuva maksimum, ja rexavame ravenkata na podobnost

0 =
∂ lnL(x, p)

∂p
=

∂

∂p
(lnC + 60 ln p+ 40 ln(1− p)) =

60

p
− 40

1− p
,

qie rexenie e p = 0, 6, xto prectavuva maksimalno podobna ocenka za para-
metarot p najdena vrz osnova na dadenite podatoci.

Zadaqa 4.29. Neka obele�jeto X ima zakon na raspredelba

P (−2, θ) =
θ

5
, P (0, θ) =

θ

5
, P (7, θ) = 1− 2θ

5
,

kade θ (0 < θ < 5
2
) e nepoznat parametar.

a) Vrz osnova na podatocite: 0, -2, 7, -2, koi odgovaraat na obele�jeto X,
najdi maksimalno podobna ocenka za θ.

b) Vrz osnova na primerok (X1, ..., Xn), koj odgovara na obele�jeto X, najdi
maksimalno podoben ocenuvaq za θ.

Rexenie. a) Realizacijata na funkcijata na podobnost vrz osnova na dade-
nite podatoci e

L(x, θ) =
4∏
i=1

P (xi, θ) = P (0, θ) · P (−2, θ) · P (7, θ) · P (−2, θ) =
(θ

5

)3(
1− 2θ

5

)
.

Za da ja najdeme maksimalno podobnata ocenka za θ (0 < θ < 5
2
) ja rexavame

ravenkata na podobnost

0 =
∂L(x, θ)

∂θ
=

∂

∂θ

(θ3

53
− 2θ4

54

)
=
θ2

53

(
3− 8θ

5

)
,

qie rexenie e θ = 15
8
, xto prectavuva maksimalno podobna ocenka za θ vrz

osnova na dadenite podatoci.
b) Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Neka mk e

broj na pojavuvaǌa na vrednosta k, k = −2, 0, 7 vo realizacijata (x1, ..., xn) na
primerokot (X1, ..., Xn), togax m−2 +m0 +m7 = n. Funkcijata na podobnost e

L(x, θ) =
n∏
i=1

P (xi, θ) = (P (−2, θ))m−2 ·(P (0, θ))m0 ·(P (7, θ))m7 =
(θ

5

)m−2+m0

·
(

1−2θ

5

)m7

.

Ja rexavame ravenkata na podobnost

0 =
∂L(x, θ)

∂θ
=

∂

∂θ

((θ
5

)m−2+m0

·
(

1− 2θ

5

)m7
)

=

=
1

5

(θ
5

)m−2+m0−1(
1− 2θ

5

)m7−1(
(m−2 +m0) ·

(
1− 2θ

5

)
− 2θ

5
·m7

)
,
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od kade sleduva deka

(m−2 +m0) ·
(

1− 2θ

5

)
− 2θ

5
·m7 = 0.

Ako iskoristime deka m−2 +m0 +m7 = n, dobivame

(n−m7) ·
(

1− 2θ

5

)
− 2θ

5
·m7 = 0 =⇒ n ·

(
1− 2θ

5

)
−m7 = 0,

od kade

θ =
5(n−m7)

2n
.

Znaqi, θ̂ = 5(n−M7)
2n

, kade M7 =
∑n

i=1 I{Xi = 7} e maksimalno podoben ocenuvaq
za θ.

Zadaqa 4.30. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ1, θ2) =
1

θ2

e
−x−θ1

θ2 , x > θ1,

kade θ1 i θ2 > 0 se nepoznati parametri. So metod na maksimalna podob-
nost, vrz osnova na primerok (X1, ..., Xn) koj odgovara na obele�jeto X, najdi
ocenuvaqi za parametrite θ1 i θ2.

Rexenie. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Fun-
kcijata na podobnost e

L(x, θ1, θ2) =
n∏
i=1

p(x, θ1, θ2) =
n∏
i=1

1

θ2

e
−xi−θ1

θ2 =
1

θn2
e
− 1
θ2

∑n
i=1(xi−θ1)

, x1 > θ1, ..., xn > θ1,

od kade

lnL(x, θ1, θ2) = −n ln θ2 −
1

θ2

n∑
i=1

(xi − θ1) = −n ln θ2 +
nθ1

θ2

− 1

θ2

n∑
i=1

xi.

Bidejḱi
∂ lnL(x, θ1, θ2)

∂θ1

=
n

θ2

> 0,

za x1 > θ1, ..., xn > θ1, sledi deka funkcijata lnL(x, θ1, θ2) e rasteqka po θ1, pa go
dostignuva svojot maksimum za najgolemata mo�na vrednost na θ1, odnosno za
θ1 = min{x1, ..., xn}. Za istata taa vrednost i L(x, θ1, θ2) dostignuva maksimum
po θ1, od kade dobivame deka θ̂1 = min{X1, ..., Xn} = X(1) e maksimalno podoben
ocenuvaq za θ1.

Ravenkita na podobnost za θ2 > 0 e

0 =
∂ lnL(x, θ1, θ2)

∂θ2

= − n
θ2

+
1

θ2
2

n∑
i=1

(xi − θ1),

a nejzino rexenie e θ2 = 1
n

∑n
i=1(x1 − θ1) = x− θ1, od kade maksimalno podoben

ocenuvaq za θ2 e θ̂2 = Xn − θ̂1 = Xn −X(1).
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Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 4.31. Neka obele�jeto X ima funkcija na raspredelba

F (x, δ) =
2δx

δ2 + x2
, 0 < x < δ,

kade δ e nepoznat parametar. So metod na momenti, vrz osnova na primerok
(X1, ..., Xn) koj odgovara na obele�jeto X, najdi ocenuvaq za parametarot δ.
Ispitaj gi nepristrasnosta i konzistentnosta na najdeniot ocenuvaq.

Zadaqa 4.32. Obele�jeto X ima ”dvoen” Puasonov zakon na raspredelba

P (k, λ1, λ2) =
1

2

λk1
k!

e−λ1 +
1

2

λk2
k!

e−λ2 , k = 0, 1, 2, ...

kade λ1 i λ2 (λ1 < λ2) se nepoznati parametri. So metod na momenti, vrz
osnova na podatocite od tabelata, koi odgovaraat na obele�jeto X, najdi
ocenki za parametrite λ1 i λ2.

xk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fk 13 15 19 16 15 8 6 4 2 1 1

Zadaqa 4.33. Neka obele�jeto X ima zakon na raspredelba

P (k, λ) =
λke−λ

(1− e−λ)k!
, k = 1, 2, ...,

kade λ > 0 e nepoznat parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X i neka Xn e sredinata na primerokot. Poka�i deka so metod na
momenti ne mo�e da se najde ocenuvaq λ̂ za parametarot λ za koj va�i λ̂ ≥ Xn.

Zadaqa 4.34. Neka obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ1, θ2) =
1

θ2

e
−x−θ1

θ2 , x > θ1,

kade θ1 i θ2 > 0 se nepoznati parametri. So metod na momenti, vrz osnova
na primerok (X1, ..., Xn) koj odgovara na obele�jeto X, najdi ocenuvaqi za
parametrite θ1 i θ2.

Zadaqa 4.35. Obele�jeto X ima ramnomerna U(θ, 1) raspredelba kade 0 < θ < 1
e nepoznat parametar. Vrz osnova na primerokot (X1, ..., Xn), koj odgovara na
obele�jeto X, najdi maksimalno podoben ocenuvaq za θ, a potoa ispitaj gi
nepristrasnosta i konistentnosta na najdeniot ocenuvaq. Dali najdeniot
ocenuvaq e dovolen ocenuvaq?

Irena Stojkovska



48 4. Ocenuvaǌe na parametri

Zadaqa 4.36. Neka X e broj na nezavisni ispituvaǌa se do pojavuvaǌe na
nastanot A po prv pat, koj vo sekoe od nezavisnite ispituvaǌa se pojavuva so
ista verojatnist p (0 < p < 1). Se izveduvaat pet serii od nezavisni ispitu-
vaǌa i zabele�an e brojot na ispituvaǌa se do pojavuvaǌeto na nastanot
A po prv pat: 1, 2, 3, 1, 0, soodvetno. Vrz osnova na ovie podatoci najdi
maksimalno podobna ocenka za parametarot p.

Zadaqa 4.37. Neka obele�jeto X ima zakon na raspredelba

P{X = 0, p} = 1− p, P{X = 1, p} = p,

kade p (0 < p < 1) e nepoznat parametar. Vrz osnova na primerok (X1, ..., Xn),
koj odgovara na obele�jeto X, najdi maksimalno podoben ocenuvaq za p.

Zadaqa 4.38. Obele�jeto X ima logoritamska normalna raspredelba so gustina
na raspredelba

p(x, a, σ2) =
x−1

√
2πσ2

e−
1

2σ2
(lnx−a)2 , x > 0,

kade a i σ2 > 0 se nepoznati parametri. So metod na maksimalna podob-
nost, vrz osnova na primerok (X1, ..., Xn), koj odgovara na obele�jeto X, najdi
ocenuvaqi za parametrite a i σ2 > 0.

Zadaqa 4.39. Neka obele�jeto X ima gustina na raspredelba koja za 0 ≤ x ≤ 1
e proporcionalna so xα(1 − x), kade α > −1 e nepoznat parametar (za site
drugi vrednosti na x, gustinata na raspredelba e 0). Vrz osnova na primerok
(X1, ..., Xn), koj odgovara na obele�jeto X, najdi maksimalno podoben ocenuvaq
za parametarot α.

Zadaqa 4.40. Vremeto T na rasipuvaǌe na edna maxina ima pomerena ekspo-
nencjalna raspredelba so gustina na raspredelba

p(t, t0, λ) = λ e−λ(t−t0) t > t0,

kade λ, t0 > 0 se parametri. Vrz osnova na primerok (T1, ..., Tn), koj odgovara
na obele�jeto T , najdi maksimalno podoben ocenuvaq za

a) parametarot λ, pod pretpostavka deka t0 e poznato,
b) parametarot t0, pod pretpostavka deka λ e poznato,
v) parametrite λ i t0, ako i dvata parametri se nepoznati.
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4.4 Intevali na doverba
Zadaqa 4.41. Pri 100 nezavisni gaǵaǌa strelecot ja pogodil celta 50 pati.
Najdi 99% interval na doverba za nepoznatata verojatnost za pogodok na
celta pri edno gaǵaǌe vo metata.

Rexenie. Obele�jeto X = IA, kade nastanot A e celta e pogodena pri edno
gaǵaǌe na metata, ima B(1, p) raspredelba, kade 0 < p < 1 e nepoznat pa-
rametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X, togax
intervalot na doverba za p so verojatnost na doverba 1− α e

Ip =
(µ
n
− u(1−α)/2

√
µ

n2

(
1− µ

n

)
,
µ

n
+ u(1−α)/2

√
µ

n2

(
1− µ

n

))
,

kade µ =
∑n

i=1Xi. Za dadeniot primerok va�i n = 100, µ = 50 i 1−α = 0, 99, od
kade u(1−α)/2 = u0,495 e takvo da Φ0(u0,495) = 0, 495, pa od tablica imame u0,495 =
2, 575. Togax, baraniot 99% inteval na doverba za p e Ip = (0, 37125; 0, 62875).

Zadaqa 4.42. Obele�jeto X na edna populacija ima U(0, 1 + θ) raspredelba,
kade θ > 0 e nepoznat parametar. Vo primerok so golemina n = 200 koj odgo-
vara na obele�ejot X ima 150 elementi koi se pomali od 1. Vrz osnova na toj
primerok, najdi 95% interval na doverba za verojatnsta P{X < 1}, a potoa i
95% interval na doverba za θ.

Rexenie. Nepoznatata verojatnost ja oznaquvame so p = P{X < 1}. Togax,
Y = I{X<1} ima B(1, p) raspredelba. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara
na obele�jeto X, togax (Y1, ..., Yn), kade Yi = I{Xi<1} e primerok koj odgovara
na obele�jeto Y . Dadeno e deka n = 200 i deka 150 elementi od primero-
kot (X1, ..., Xn) se pomali od 1, xto znaqi deka 150 elementi od primerokot
(Y1, ..., Yn) se 1-ci, a ostanatite se 0-li t.e. µ =

∑200
i=1 Yi = 150. Togax, inter-

valot na doverba za p so verojatnost na doverba 1− α = 0, 95 e

Ip =
(µ
n
− u(1−α)/2

√
µ

n2

(
1− µ

n

)
,
µ

n
+ u(1−α)/2

√
µ

n2

(
1− µ

n

))
,

kade µ =
∑n

i=1 Yi. Za n = 200, µ = 150 i u(1−α)/2 = u0,475 za koe Φ0(u0,475) = 0, 475,
pa zatoa u0,475 = 1, 96, od kade imame deka 95% interval na doverba za p e
Ip = (0, 689988; 0, 810012).

Sega, od

p = P{X < 1} =

∫ 1

−∞
pX(x, θ) dx =

∫ 1

0

1

1 + θ
dx =

1

1 + θ
,
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i od toa xto Ip = (0, 689988; 0, 810012) e 95% interval na doverba za p, imame

0, 95 = P{0, 689988 < p < 0, 810012} = P{0, 689988 <
1

1 + θ
< 0, 810012} =

= P{1, 23455 < 1 + θ < 1, 449301} = P{0, 23455 < θ < 0, 449301},

odnosno Iθ = (0, 23455; 0, 449301) e baraniot 95% interval na doverba za θ.

Zadaqa 4.43. Izmereni se visinite na 10 studenti na matematika i dobieni
se slednite vrednosti vo cm: 165, 182, 173, 154, 157, 162, 168, 176, 168,
170. Pod pretpostavka deka X-visinata na eden student na matematika ima
normalna raspredelba, najdi 90% interval na doverba za oqekuvanata visina
na studentite na matematika.

Rexenie. Obele�jeto X-visinata na eden student na matematika ima N (m,σ2)
raspredelba, pri xto m i σ2 se nepoznati parametri. Neka (X1, ..., Xn) e
primerok koj odgovara na obele�jeto X. Se bara interval na doverba za m,
koga σ2 ne e poznata. Vo toj sluqaj imame deka, intervalot na doverba za m
so verojatnost na doverba 1− α e

Im =
(
Xn − tn−1,α

Sn√
n− 1

, Xn + tn−1,α
Sn√
n− 1

)
,

kade Xn = 1
n

∑n
i=1Xi, S

2

n = 1
n

∑n
i=1X

2
i −X

2

n i tn−1,α e takov da P{|Tn−1| > tn−1,α} =
α, kade Tn−1 e sluqjana promenliva so studentova raspredelba so (n− 1) ste-
peni na sloboda. Za dadenite podatoci imame n = 10, potoa

Xn =
1

10
(165 + 182 + 173 + 154 + 157 + 162 + 168 + 176 + 168 + 170) = 167, 5,

S
2

n =
1

10
(1652+1822+1732+1542+1572+1622+1682+1762+1682+1702)−167, 52 = 64, 85,

od kade Sn = 8, 05295. Verojatnosta na doverba na baraniot interval e 1−α =
0, 9, od kade α = 0, 1, pa od tablicata za studentova raspredelba naoǵame
tn−1,α = t9;0,1 = 1, 833. Taka, dobivame deka vrz osnova na dadenite podatoci,
90% interval na doverba za oqekuvanata visina m e Im = (162, 58; 172, 42).

Zadaqa 4.44. Obele�jeto X na edna populacija ima N (m, 0, 12) raspredelba.
Odredi ja najmalata golemina n na primerokot (X1, ..., Xn) za da dol�inata
na 95% interval na doverba za m da ne e pogolema od 0,05.

Rexenie. Obele�jeto X ima N (m, 0, 12) raspredelba, kade m e nepoznat para-
metar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Interval
na doverba za m koga σ2 = 0, 12 e poznata, so verojatnost na doverba 1− α e

Im =
(
Xn − u(1−α)/2

σ√
n
,Xn + u(1−α)/2

σ√
n

)
,
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kade Xn = 1
n

∑n
i=1 Xi i u(1−α)/2 e takov da Φ0(u(1−α)/2) = (1− α)/2. Verojatnosta

na doverba e 1 − α = 0, 95, od kade u(1−α)/2 = u0,475 e takov da Φ0(u0,475) = 0, 475,
t.e. u0,475 = 1, 96. Togax, za dol�inata na intervalot imame

dIm = 2 · u(1−α)/2
σ√
n

= 2 · 1, 96 · 0, 1√
n

=
0, 392√

n
.

Se bara najmalata vrednost za n za koja dIm ≤ 0, 05, odnosno 0,392√
n
≤ 0, 05.

Rexenie na poslednata neravenka e n ≥ 61, 4656 i bidejḱi n e priroden broj,
sledi deka najmalata vrednost na primerokot e n = 62.

Zadaqa 4.45. Za vreme na eden studencki natprevar vo trqaǌe na 100 metri,
sluqajno izbrani 30 natprevaruvaqi gi postignale slednite rezultati vo
sekundi:

15, 12, 14, 15, 18, 16, 12, 17, 15, 23, 25, 11, 16, 14, 10

17, 16, 13, 16, 19, 15, 22, 12, 18, 15, 20, 14, 19, 16, 13.

Pod pretpostavka deka vremeto vo sekundi za koe eden student - natprevaru-
vaq istrquva 100 metri, ima normalna N (16, σ2) raspredelba, vrz osnova na
dadenite podatoci, najdi 90% interval na doverba za disperzijata σ2.

Rexenie. Obele�jeto X ima N (16, σ2) raspredelba, kade σ2 e nepoznat pa-
rametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Togax,
interval na doverba za disperzijata σ2 so verojatnost na doverba 1− α e

Iσ2 =
(∑n

i=1(Xi −m)2

χ2
n,α/2

,

∑n
i=1(Xi −m)2

χ2
n,1−α/2

)
,

kade χ2
n,α/2 i χ

2
n,1−α/2 se takvi da P{χ2

n > χ2
n,α/2} = α/2 i P{χ2

n > χ2
n,1−α/2} = 1−α/2

soodvetno i χ2
n e sluqajna promenliva so hi-kvadrat raspredelba so n stepeni

na sloboda. Za dadenite podatoci imame deka n = 30, a za verojatnosta na
doverba 1 − α = 0, 9, od kade α = 0, 1, pa χ2

n,α/2 = χ2
30;0,05 i χ2

n,1−α/2 = χ2
30;0,95 se

takvi da P{χ2
30 > χ2

30;0,05} = 0, 05 i P{χ2
30 > χ2

30;0,95} = 0, 95 soodvetno, od kade
χ2

30;0,05 = 43, 773 i χ2
30;0,95 = 18, 493. Za dadenite podatoci imame

∑30
i=1 Xi = 478 i∑30

i=1 X
2
i = 7970, pa za sumata vo intervalot na doverba imame

30∑
i=1

(Xi −m)2 =
30∑
i=1

X2
i − 2m

30∑
i=1

Xi + 30 ·m2 = 7970− 2 · 16 · 478 + 30 · 162 = 354,

od kade baraniot 90% interval na doverba za σ2 e Iσ2 = (8, 08718; 19, 1424).
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Zadaqa 4.46. Neka obele�jeto X na edna populacija ima normalna N (m,σ2)
raspredelba. Za podatocite x1, x2, ..., x15 koi odgovaraat na toa obele�je va�i∑15

i=1 xi = 15 i
∑15

i=1 x
2
i = 27, 3. Vrz osnova na ovie podatoci najdi 90% interval

na doverba za σ2.

Rexenie. Obele�jeto X ima N (m,σ2) raspredelba, kade m i σ2 se nepoznati
parametri. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. Togax,
interval na doverba za disperzijata σ2 koga m ne e poznato, so verojatnost
na doverba 1− α e

Iσ2 =
( nS

2

n

χ2
n−1,α/2

,
nS

2

n

χ2
n−1,1−α/2

)
,

kade S
2

n e disperzijata na primerokot, a χ
2
n−1,α/2 i χ

2
n−1,1−α/2 se takvi da P{χ2

n−1 >

χ2
n−1,α/2} = α/2 i P{χ2

n−1 > χ2
n−1,1−α/2} = 1 − α/2 soodvetno i χ2

n−1 e sluqajna
promenliva so hi-kvadrat raspredelba so (n− 1) stepeni na sloboda. Za da-
denite podatoci n = 15, a za verojatnosta na dverba 1−α = 0, 9, od kade α = 0, 1
pa χ2

n−1,α/2 = χ2
14;0,05 i χ2

n−1,1−α/2 = χ2
14;0,95 se takvi da P{χ2

14 > χ2
14;0,05} = 0, 05 i

P{χ2
14 > χ2

14;0,95} = 0, 95 soodvetno, od kade χ2
14;0,05 = 23, 685 i χ2

14;0,95 = 6, 571. Za
broitelot vo intervalot na doverba imame

nS
2

n = 15 ·
( 1

15

15∑
i=1

X2
i −

( 1

15

15∑
i=1

Xi

)2)
=

15∑
i=1

X2
i −

1

15

( 15∑
i=1

Xi

)2

=

= 27, 3− 1

15
· 152 = 27, 3− 15 = 12, 3,

od kade baraniot 90% interval na doverba za σ2 e Iσ2 = (0, 519316; 1, 87186).

Zadaqa 4.47. Pri 7 rasipuvaǌa na edna maxina izmereni se slednite broevi
na neprekinato raboteǌe na maxinata vo qasovi: 53, 48, 50, 54, 51, 50 i
51. Pod pretpostavka deka X - broj na qasovi na neprekinata rabota na
maxinata ima eksponencijalna raspredelba, najdi 95% interval na doverba
za oqekuvaniot broj na qasovi na neprekinata rabota na maxinata.

Rexenie. Obele�jeto X - broj na qasovi na neprekinata rabota na maxinata
ima eksponencijalna E(β) raspredelba, kade β > 0 e nepoznat parametar. Neka
(X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X, togax statistikata
T = 2

β

∑n
i=1Xi ∼ χ2

2n (prethodno poka�ano) mo�e da ja zememe za centralna
statistika pri naoǵaǌe na interval na doverba za oqekuvaniot broj qasovi
na neprekinata rabota na maxinata E(X) = β. Za da go odredime (1− α)100%
interval na doverba za β, barame a, b ∈ R takvi xto P{a < T < b} = 1 − α,
odnosno P{T ≤ a} + P{T ≥ b} = α. Barame interval so xto e mo�no pomala
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dol�ina, pa zemame P{T ≤ a} = α/2 i P{T ≥ b} = α/2, od kade bidejḱi T ∼ χ2
2n

imame deka a = χ2
2n,1−α/2 i b = χ2

2n,α/2. Sega,

1− α = P{a < T < b} = P{a < 2

β

n∑
i=1

Xi < b} = P{1

b
<

β

2
∑n

i=1Xi

<
1

a
} =

= P{2
∑n

i=1Xi

b
< β <

2
∑n

i=1Xi

a
} = P{2nXn

b
< β <

2nXn

a
},

xto znaqi (1− α)100% interval na doverba za β e intervalot

Iβ =
(2nXn

b
,
2nXn

a

)
,

kade a = χ2
2n,1−α/2 i b = χ2

2n,α/2. Od 1 − α = 0, 95, sledi α = 0, 05, potoa za
dadenite podatoci imame deka n = 7, od kade a = χ2

2n,1−α/2 = χ2
14;0,975 = 7, 3578

i b = χ2
2n,α/2 = χ2

14;0,025 = 26, 3417, a za broeitelot vo intervalot na doverba
imame

2nXn = 2
n∑
i=1

Xi = 2 · (53 + 48 + 50 + 54 + 51 + 50 + 51) = 714.

Znaqi, baraniot 95% interbval na doverba za oqekuvaniot broj qasovi na
neprekinata rabota na maxinata e Iβ = (27, 1053; 97, 0399).

Zadaqa 4.48. Vrz osnova na nezavisni primeroci (X1, ..., Xn1) i (Y1, ..., Yn2) koi
odgovaraat na obele�jata X ∼ N (m1, σ

2
1) i Y ∼ N (m2, σ

2
2) soodvetno, najdi

100(1− α)% interval na doverba za razlikata m1 −m2.

Rexenie. Neka X ∼ N (m1, σ
2
1) i Y ∼ N (m2, σ

2
2), a (X1, ..., Xn1) i (Y1, ..., Yn2) se

primeroci koi odgovaraat na obele�jata X i Y soodvetno. Togax,

T =
Xn1 − Y n2 − (m1 −m2)√

n1S
2

X + n2S
2

Y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2) ∼ tn1+n2−2,

(prethodno poka�ano), kade Xn1 i S
2

X se sredinata i disperzijata na pri-
merokot (X1, ..., Xn1), a Y n2 i S

2

Y se sredinata i disperzijata na primerokot
(Y1, ..., Yn2), pa statistikata T mo�e da ja zememe za centralna statistika za
razlikata m1 − m2. Za da go odredime (1 − α)100% interval na doverba za
m1 − m2, barame a, b ∈ R takvi xto P{a < T < b} = 1 − α. Statistikata T
ima simetriqna studentova tn1+n2−2 raspredelba, pa interval so minimalna
dol�ina se dobiva za a = −b, od kade poslednoto ravenstvo preminuva vo
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P{|T | < b} = 1− α, odnosno P{|T | ≥ b} = α, od kade b = tn1+n2−2,α. Sega,

1− α = P{a < T < b} = P{−b < T < b} =

= P{−b < Xn1 − Y n2 − (m1 −m2)√
n1S

2

X + n2S
2

Y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2) < b} =

= P{
−b
√
n1S

2

X + n2S
2

Y√
n1n2

n1+n2
(n1 + n2 − 2)

< Xn1 − Y n2 − (m1 −m2) <
b

√
n1S

2

X + n2S
2

Y√
n1n2

n1+n2
(n1 + n2 − 2)

}

= P{Xn1 − Y n2 −
b

√
n1S

2

X + n2S
2

Y√
n1n2

n1+n2
(n1 + n2 − 2)

< m1 −m2 < Xn1 − Y n2 +
b

√
n1S

2

X + n2S
2

Y√
n1n2

n1+n2
(n1 + n2 − 2)

},

odnosno (1− α)100% interval na doverba za m1 −m2 e intervalot

I =
(
Xn1 − Y n2 −

b

√
n1S

2

X + n2S
2

Y√
n1n2

n1+n2
(n1 + n2 − 2)

, Xn1 − Y n2 +
b

√
n1S

2

X + n2S
2

Y√
n1n2

n1+n2
(n1 + n2 − 2)

)
,

kade b = tn1+n2−2,α.

Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 4.49. Pri mereǌe na prirastot na masata (vo gramovi) kaj primerok
od 12 piliǌa vo tekot na 24 saata, pri primena na hrana bogata so proteini,
dobieni se slednite rezultati: 134, 146, 104, 119, 124, 161, 107, 83, 113, 129,
97, 123. Pod pretpostavka deka X - prirast na masata vo gramovi na edno
pile ima normalna N (a, 152) raspredelba, najdi 95% interval na doverba za
oqekuvaniot prirast na masata na edno pile.

Zadaqa 4.50. Za podatocite x1, x2, ..., x10 koi odgovaraat na obele�jeto X so
normalna raspredelba va�i

∑10
i=1 xi = 34 i

∑10
i=1 x

2
i = 138. Za istoto obele�je

izvleqeni se novi podatoci y1, y2, ..., y15 za koi
∑15

i=1 yi = 51 i
∑15

i=1 y
2
i = 207. Za

kolku se promenila dol�inata na 90% interval na doverba za matematiqkoto
oqekuvaǌe na obele�jeto X?

Zadaqa 4.51. Obele�jeto X ima U(0, 2θ) raspredelba, kade θ > 0 e nepoznat
parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X. So
pomox na statistikata Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi i so primena na centralnata graniqna

teorema, najdi 90% interval na doverba za θ, vrz osnova na podatocite:

xk 0,2 0,3 0,6 0,8 1,1 1,2 1,4
fk 6 7 8 7 8 6 8
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Potoa, vrz osnova na istite podatoci, odredi toqen interval na doverba za
θ od oblikot

(
X(n)

2
,
X(n)

A

)
, kade X(n) = max{X1, ..., Xn} i sporedi gi dol�inite

na dobienite intervali na doverba.

Zadaqa 4.52. Vrz osnova na nezavisni primeroci (X1, ..., Xn1) i (Y1, ..., Yn2) koi
odgovaraat na obele�jata X ∼ N (m1, σ

2
1) i Y ∼ N (m2, σ

2
2) soodvetno, najdi

100(1− α)% interval na doverba za koliqnikot σ2
1/σ

2
2.

Upatstvo: Za centralna statistika zemi ja

T =
n1(n2 − 1)σ2

2S
2

X

n2(n1 − 1)σ2
1S

2

Y

∼ Fn1−1,n2−1.
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Testiraǌe na hipotezi

Zadaqa 5.1. Vo edna kutija se naoǵaat ili 3 crveni i 7 beli topqiǌa, ili 7
crveni i 3 beli topqiǌa. Na sluqaen naqin od kutijata se izvlekuvaat tri
topqiǌa. Ako ne se site crveni, se prifaḱa hipotezata:

H0 : Vo kutijata ima 3 crveni i 7 beli topqiǌa,
Ako site tri izvleqeni topqiǌa se crveni, se otfrla hipotezata H0 i se
prifaḱa alternativnata hipoteza:

H1 : Vo kutijata ima 7 crveni i 3 beli topqiǌa,
Najdi gi verojatnostite na grexkite od prv i vtor vid pri ovoj statistiqki
test.

Rexenie. Grexkata od prv vid nastanuva pri otfrlaǌe na hipotezata H0,
ako taa e toqna i nejzinata verojatnost ja oznaquvame so α. Otfrlaǌeto na
hipotezata H0, spored dadeniot statistiqi test, se sluquva koga site tri
izvleqeni topqiǌa se crveni. Znaqi,

α = P{izvleqeni se tri crveni topqiǌa|H0} =
C3

3

C3
10

=
1

120
.

Grexkata od vtor vid nastanuva pri prifaḱaǌe na H0, ako H1 e toqna, i taa
verojatnost ja oznaquvame so β. Spored statistiqkiot test, H0 se prifaḱa,
ako ne site tri izvleqeni topqiǌa se crveni, t.e.

β = P{ne site tri izvleqeni topqiǌa se crveni|H1} =

= 1− P{site tri izvleqeni topqiǌa se crveni|H1} =

= 1− C3
7

C3
10

= 1− 35

120
=

85

120
.

Od tuka, moḱta na dadeniot statistiqki test e p = 1 − β = 35
120
≈ 30%, xto

prectavuva slaba moḱ na statistiqkiot test.
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5.1 Testiraǌe na parametarski hipotezi.
Nejman-Pirsonov test

Zadaqa 5.2. Moneta se frla 10 pati, od koi ”para” padnala 6 pati. So nivo
na znaqajnost α = 0, 05, proveri ja hipotezata deka monetata e ispravna.

Rexenie. Oznaquvame so X = IA, kade A e nastanot - padnata e ”para”
pri edno frlaǌe na monetata. Togax, X ∼ B(1, p), kade p = P (A) e nepoznat
parametar (0 < p < 1). Neka (X1, .., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto
X, togax, statistikata Tn =

∑n
i=1 Xi go oznaquva brojot na padnati ”pari”

pri n frlaǌa na monetata. Treba da kreirame statistiqko test za proverka
na hipotezata H0 : p = 1

2
, protiv alternativnata hipoteza H1 : p 6= 1

2
.

Ako H0 e toqna, oqekuvanata vrednost na Tn ḱe bide E(Tn) = n
2
, odnosno

kritiqnata oblast za otfrlaǌe na nultata hipoteza, ḱe go ima oblikot C =
{(X1, ..., Xn) | 0 ≤ Tn ≤ c1 ili c2 ≤ Tn ≤ n}, za nekoi c1, c2 ∈ {0, 1, 2, ..., n}, c1 ≤ c2.
Nivoto na znaqajnost na testot e α, xto znaqi P{(X1, ..., Xn) ∈ C|H0} = α.
Koga H0 e toqna, raspredelbata na Tn ∼ B(n, 1

2
) e simetriqna, pa c1 i c2 gi

odreduvame taka da P{0 ≤ Tn ≤ c1|H0} = α
2
i P{c2 ≤ Tn ≤ n|H0} = α

2
(ednakvi

ili najmnogu).
Za n = 10 i α = 0, 05 dobivame

P{0 ≤ T10 ≤ c1|H0} =
0, 05

2
i P{c2 ≤ T10 ≤ 10|H0} =

0, 05

2
,

prixto Tn ∼ B(10, 1
2
), ako H0 e toqna, odnosno

c1∑
k=0

(
10

k

)
·
(1

2

)k
·
(1

2

)10−k
= 0, 025 i

10∑
k=c2

(
10

k

)
·
(1

2

)k
·
(1

2

)10−k
= 0, 025

t.e.
c1∑
k=0

(
10

k

)
= 26, 5 i

10∑
k=c2

(
10

k

)
= 26, 5

(ili najmnogu), od kade dobivame deka c1 = 1 i c2 = 9, pa kritiqnata oblast
za n = 10 i α = 0, 05 e C = {(X1, ..., X10) | 0 ≤ T10 ≤ 1 ili 9 ≤ T10 ≤ 10}. Za
dadeniote podatoci T10 = 6, znaqi (X1, ..., Xn) /∈ C, pa ja prifaḱame nultata
hipoteza H0 deka monetata e ispravna.

Zadaqa 5.3. Voobiqaeno, brojot na peqatni grexki na edna stranica ima Pua-
sonova raspredelba so parametar λ = 0, 4. Od edna kniga sluqajno se izbrani
20 stranici i utvrdeno e deka ima vkupno 14 peqatni grexki. Vrz osnova na
dadenite podatoci, so nivo na znaqajnost α = 0, 05, da se proveri hipotezata
deka brojot na peqatni grexki vo knigata e vo ramkite na standardot.
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Rexenie. Neka X e broj na peqatni grexki na edna stranica od knigata
i neka X ∼ P(λ). Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto
X. Togax, statistikata Tn =

∑n
i=1Xi e vkupen broj na peqatni grexki na

sluqajno izbrani n stranici i Tn ∼ P(nλ). Treba da ja testirame hipotezata
H0 : λ = 0, 4, protiv alternativnata H1 : λ 6= 0, 4.

Ako H0 e toqna, togax E(Tn) = 0, 4n, pa kritiqnata oblast ḱe go ima ob-
likot C = {(X1, ..., Xn) | |Tn − 0, 4n| ≥ c}, kade c ∈ {0, 1, 2, ...} e kritiqnata
vrednost, koja ja odreduvame taka da P{(X1, ..., Xn) ∈ C|H0} = α, odnosno
P{|Tn − 0, 4n| ≥ c} = α, kade α e nivoto na znaqajnost na testot.

Za n = 20 i α = 0, 05, kritiqnata vrednost c ∈ {0, 1, 2, ...} ja izbirame taka
da P{|T20 − 0, 4 · 20| ≥ c} = 0, 05, odnosno P{|T20 − 8| ≥ c} = 0, 05 (ili najmnogu),
kade T20 ∼ P(8). Bidejḱi P{|T20−8| ≥ 6} = 0, 047936 i P{|T20−8| ≥ 7} = 0, 020277,
za kritiqnata vrednost zemame c = 6. Za dadenite podatoci T20 = 14, od kade
|14 − 8| = 6 ≥ 6, znaqi (X1, ..., Xn) ∈ C, pa nultata hipoteza H0 : λ = 0, 4 se
otfrla i se prifaḱa alternativnata hipoteza H1 : λ 6= 0, 4.

Zadaqa 5.4. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) =
1

θ
e−

x
θ , x > 0,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X.

a) So koristeǌe na teoremata na Nejman-Pirson, odredi go optimalniot
ktitiqen domen za proverka na hipotezata H0 : θ = 1, protiv alternativnata
hipoteza H1 : θ > 1.

b) Za nivo na znaqajnist α = 0, 05, pri golemina na primerokot n = 100 i
alternativna hipoteza od oblik H1 : θ = 2, najdi ja verojatnosta za grexka
od vtor vid β, na konstruiraniot statistiqki test.

Rexenie. a) Ḱe konstruirame test za proverka na H0 : θ = 1, protiv al-
ternativnata hipoteza H1 : θ = θ1, za θ1 > 1. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj
odgovara na obele�jeto X. Funkcijata na podobnost e

L(x, θ) =
n∏
i=1

p(xi, θ) =
n∏
i=1

1

θ
e−

xi
θ =

1

θn
e−

1
θ

∑n
i=1 xi , x1 > 0, ..., xn > 0.

Spored teoremata na Nejman-Pirson, postoi c ≥ 0 taka xto optimalniot
kritiqen domen go ima oblikot C = {x | L(x,θ1)

L(x,θ0)
≥ c}, kade θ0 = 1 i θ1 > 1. Za

koliqnikot na funkciite na podobnost imame

L(x, θ1)

L(x, θ0)
=

1
θn1
e
− 1
θ1

∑n
i=1 xi

1
θn0
e
− 1
θ0

∑n
i=1 xi

=

1
θn1
e
− 1
θ1

∑n
i=1 xi

e−
∑n
i=1 xi

=
1

θn1
e

(1− 1
θ1

)
∑n
i=1 xi ,
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pa neravenstvoto L(x,θ1)
L(x,θ0)

≥ c preminuva vo

1

θn1
e

(1− 1
θ1

)
∑n
i=1 xi ≥ c⇔ e

(1− 1
θ1

)
∑n
i=1 xi ≥ c θn1 ⇔ (1− 1

θ1

)
n∑
i=1

xi ≥ ln c θn1 ,

i bidejḱi θ1 > 1, imame deka 1 − 1
θ1
> 0, pa poslednoto neravenstvo e ekviva-

lentno so
n∑
i=1

xi ≥
ln c θn1
1− 1

θ1

= c1,

pa kritiqniot domen ima oblik C = {x |
∑n

i=1 xi ≥ c1}, kade c1 e kritiqna
vrednost takva da P{

∑n
i=1Xi ≥ c1 | H0} = α za dadeno nivo na znaqajnost α.

b) Ako H0 : θ = 1 e toqna, togax X ima gustina na raspredelba p(x) = e−x,
x > 0, odnosno X ∼ E(1), od kade E(X) = 1 i D(X) = 1. Sluqajnite promenlivi
X1, .., Xn se nezavisni i ednakvo raspredeleni kako obele�jeteo X, pa za niv
ja koristime centralnata graniqna teorema, i za α = 0, 05 i n = 100 dobivame

0, 05 = P{
100∑
i=1

Xi ≥ c1 | H0} = 1− P{
100∑
i=1

Xi < c1 | H0} =

= 1− P{
∑100

i=1Xi − 100 · 1√
1 · 100

<
c1 − 100 · 1√

1 · 100
| H0} ≈

≈ 1− (
1

2
+ Φ0(

c1 − 100 · 1√
1 · 100

)) =
1

2
− Φ0(

c1 − 100

10
),

od kade Φ0( c1−100
10

) = 0, 45, pa c1−100
10

= 1, 645, od kade c1 = 116, 45, pa kritiqniot
domen e C = {x |

∑100
i=1 xi ≥ 116, 45}.

Ako H1 : θ = 2 e toqna, togax X ∼ E(2), od kade E(X) = 2 i D(X) = 4. Za
da ja najdeme verojatnosta za grexka od vtor vid, potorno ja primenuvame
centralnata graniqna teorema za sluqajnite promenlivi X1, ...., Xn t.e.

β = P{
100∑
i=1

Xi < 116, 45 | H1} = P{
∑100

i=1Xi − 100 · 2√
4 · 100

<
116, 45− 100 · 2√

4 · 100
| H1} ≈

≈ 1

2
+ Φ0(

116, 45− 100 · 2√
4 · 100

) = 0, 5 + Φ0(−4, 18) = 0, 5− Φ0(4, 18) =

= 0, 5− 0, 499979 = 0, 000021.

Zadaqa 5.5. Neka vremeto na traeǌe (vo izminati kilometri) na edna av-
tomobilska guma e sluqajna promenliva so N (θ, 50002) raspredelba, kade θ
e nepoznat parametar. Najdi gi goleminata na primerokot i optimalniot
kritiqen domen za testiraǌe na hipotezata H0 : θ = 30000, protiv alterna-
tivnata H1 : θ = 35000, ako verojatnostite za grexka od prv i vtor vid se
α = 0, 01 i β = 0, 02 soodvetno.

Irena Stojkovska



5. Testiraǌe na hipotezi 61

Rexenie. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na obele�jeto X-vreme na
traeǌe (vo izminati kilometri) na edna avtomobilska guma koe ima N (θ, 50002)
raspredelba so gustina na raspredelba

p(x, θ) =
1√

2π50002
e−

(x−θ)2

2·50002 , x ∈ R,

togax funkcijata na podobnost e

L(x, θ) =
n∏
i=1

p(xi, θ) =
n∏
i=1

1√
2π50002

e−
(xi−θ)

2

2·50002 =
1

(
√

2π50002)n
e−

1
2·50002

∑n
i=1(xi−θ)2 ,

za x ∈ Rn. Spored teoremata na Nejman-Pirson pri testiraǌe na hipotezata
H0 : θ = 30000, protiv H1 : θ = 35000, optimalniot kritiqen domen ima oblik
C = {x | L(x,θ1)

L(x,θ0)
≥ c}, kade θ0 = 30000, θ1 = 35000 i c ≥ 0 e kritiqna vrednost.

Taka, neravenstvoto L(x,θ1)
L(x,θ0)

≥ c preminuva vo

1

(
√

2π50002)n
e−

1
2·50002

∑n
i=1(xi−35000)2

1

(
√

2π50002)n
e−

1
2·50002

∑n
i=1(xi−30000)2

≥ c

⇔ e−
1

2·50002
(
∑n
i=1(xi−35000)2−

∑n
i=1(xi−30000)2) ≥ c

⇔ − 1

2 · 50002
(
n∑
i=1

(xi − 35000)2 −
n∑
i=1

(xi − 30000)2) ≥ ln c

⇔ 1

5000

n∑
i=1

xi −
n

2 · 50002
(350002 − 300002) ≥ ln c

⇔
n∑
i=1

xi ≥ 5000 · (ln c+
15n

2
) = c1,

od kade kritiqnata oblast ima oblik C = {x |
∑n

i=1 xi ≥ c1}, kade c1 e kritiqna
vrednost. Pritoa P{

∑n
i=1Xi ≥ c1 | H0} = α i P{

∑n
i=1 Xi < c1 | H1} = β, kade α i

β verojatnisti za grexka od prv, odnosno vtor vid.
Ako H0 : θ = 30000 e toqna, togax E(X) = 30000 i D(X) = 50002. Ako

pak H1 : θ = 35000 e toqna, imame deka E(X) = 35000 i D(X) = 50002. Sega,
za α = 0, 01 i β = 0, 02, ja primenuvame centralnata graniqna teorema na
poslednite dve ravenstva i dobivame

P{
n∑
i=1

Xi ≥ c1 | H0} = 0, 01 i P{
n∑
i=1

Xi < c1 | H1} = 0, 02

⇔ P{
∑n

i=1Xi − 30000n√
50002n

≥ c1 − 30000n√
50002n

| H0} = 0, 01 i

P{
∑n

i=1Xi − 35000n√
50002n

<
c1 − 35000n√

50002n
| H1} = 0, 02
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⇔ 1− (
1

2
+ Φ0(

c1 − 30000n√
50002n

)) = 0, 01 i
1

2
+ Φ0(

c1 − 35000n√
50002n

) = 0, 02

⇔ Φ0(
c1 − 30000n√

50002n
) = 0, 49 i Φ0(

c1 − 35000n√
50002n

) = −0, 48

⇔ Φ0(
c1 − 30000n√

50002n
) = 0, 49 i Φ0(−c1 − 35000n√

50002n
) = 0, 48

⇔ c1 − 30000n√
50002n

= 2, 325 i − c1 − 35000n√
50002n

= 2, 055.

So rexavaǌe na posledniot sistem ravenki po c1 i n se dobivaat probli�nite
rexenija c1 ≈ 626450 i n ≈ 19. Pa, za dadenite verojatnosti za grexki od prv
i vtor vid, optimalnata golemina na primerokot e n = 19, a optimalniot
kritiqen domen e C = {x |

∑19
i=1 xi ≥ 626450}.

Zadaqa 5.6. Obele�jeto X ima zakon na raspredelba

P (x, p) = p(1− p)x, x = 0, 1, 2, ...,

kade 0 < p < 1 e nepoznat parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara
na obele�jeto X.

a) So koristeǌe na teoremata na Nejman-Pirson, odredi go optimalniot
kritiqen domen za proverka na hipotezata H0 : p = 1

2
, protiv alternativnata

hipoteza H1 : p = 2
3
.

b) Za nivo na znaqajnist α = 0, 02 i golemina na primerokot n = 100, najdi
ja verojatnosta za grexka od vtor vid β, na konstruiraniot statistiqki test.

Rexenie. a) Ḱe konstruirame test za proverka na hipotezata H0 : p = 1
2
,

protiv alternativnata hipoteza H1 : p = 2
3
. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj

odgovara na obele�jeto X. Funkcijata na podobnost e

L(x, p) =
n∏
i=1

P (xi, p) =
n∏
i=1

p(1− p)xi = pn(1− p)
∑n
i=1 xi , xi ∈ {0, 1, 2, ...}.

Spored teoremata na Nejman-Pirson, postoi c ≥ 0 taka xto optimalniot
kritiqen domen go ima oblikot C = {x | L(x,p1)

L(x,p0)
≥ c}, kade p0 = 1

2
i p1 = 2

3
. Za

koliqnikot na funkciite na podobnost imame

L(x, p1)

L(x, p0)
=

(2
3
)n(1− 2

3
)
∑n
i=1 xi

(1
2
)n(1− 1

2
)
∑n
i=1 xi

= (
4

3
)n(

2

3
)
∑n
i=1 xi ,

pa neravenstvoto L(x,p1)
L(x,p0)

≥ c preminuva vo

(
4

3
)n(

2

3
)
∑n
i=1 xi ≥ c⇔ (

2

3
)
∑n
i=1 xi ≥ c (

3

4
)n ⇔

n∑
i=1

xi ≤ log 2
3
(c (

3

4
)n) = c1,
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pa kritiqniot domen ima oblik C = {x |
∑n

i=1 xi ≤ c1}, kade c1 e kritiqna
vrednost takva da P{

∑n
i=1 Xi ≤ c1 | H0} = α za dadeno nivo na znaqajnost α.

b) Ako H0 : p = 1
2
e toqna, togax X ima zakon na raspredelba P (X =

x) = 1
2
(1 − 1

2
)x, x = 0, 1, 2, ...,, odnosno X ∼ Geo(1

2
), od kade E(X) =

1− 1
2

1
2

= 1

i D(X) =
1− 1

2

( 1
2

)2
= 2. Sluqajnite promenlivi X1, .., Xn se nezavisni i ed-

nakvo raspredeleni kako obele�jeteo X, pa za niv ja koristime centralnata
graniqna teorema, i za α = 0, 02 i n = 100 dobivame

0, 02 = P{
100∑
i=1

Xi ≤ c1 | H0} = P{
∑100

i=1Xi − 100 · 1√
2 · 100

≤ c1 − 100 · 1√
2 · 100

| H0} ≈

≈ 1

2
+ Φ0(

c1 − 100 · 1√
2 · 100

) =
1

2
+ Φ0(

c1 − 100

10
√

2
),

od kade Φ0( c1−100
10
√

2
) = −0, 48, odnosno Φ0(− c1−100

10
√

2
) = 0, 48, pa − c1−100

10
√

2
= 2, 055, od

kade c1 = 70, 9379, pa kritiqniot domen e C = {x |
∑100

i=1 xi ≤ 70, 9379}.
Ako H1 : p = 2

3
e toqna, togax X ∼ Geo(2

3
), od kade E(X) =

1− 2
3

2
3

= 1
2
i

D(X) =
1− 2

3

( 2
3

)2
= 3

4
. Za da ja najdeme verojatnosta za grexka od vtor vid, po-

torno ja primenuvame centralnata graniqna teorema za sluqajnite promen-
livi X1, ...., Xn t.e.

β = P{
100∑
i=1

Xi > 70, 9379 | H1} = 1− P{
∑100

i=1Xi − 100 · 1
2√

3
4
· 100

≤
70, 9379− 100 · 1

2√
3
4
· 100

| H1} ≈

≈ 1− (
1

2
+ Φ0(

70, 9379− 100 · 1
2√

3
4
· 100

)) = 0, 5− Φ0(2, 42) = 0, 5− 0, 49224 = 0, 00776.

Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 5.7. Edna kocka za igraǌe e frlena 50 pati i pri toa zabele�ano e
kolku pati se padnala sekoja od stranite:

broj na toqki na stranata 1 2 3 4 5 6
qestota 11 10 8 5 11 5

So nivo na znaqajnost α = 0, 05, proveri ja hipotezata deka kockata e fer.

Zadaqa 5.8. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) =
2

θ2
(θ − x), 0 < x < θ,
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64 5. Testiraǌe na hipotezi

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X.

a) So koristeǌe na teoremata na Nejman-Pirson, odredi go optimalniot
kritiqen domen za proverka na hipotezata H0 : θ = 1, protiv alternativnata
hipoteza H1 : θ = 2.

b) Za nivo na znaqajnist α = 0, 05 i pri golemina na primerokot n = 100,
najdi ja verojatnosta za grexka od vtor vid β, na konstruiraniot statis-
tiqki test.

Zadaqa 5.9. Obele�jeto X ima gustina na raspredelba

p(x, θ) = θ · ln 2 · 2−θ x, x > 0,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X.

a) So koristeǌe na teoremata na Nejman-Pirson, odredi go optimalniot
kritiqen domen za proverka na hipotezata H0 : θ = 1, protiv alternativnata
hipoteza H1 : θ = 2.

b) Za nivo na znaqajnist α = 0, 05 i pri golemina na primerokot n = 100,
najdi ja verojatnosta za grexka od vtor vid β, na konstruiraniot statis-
tiqki test.

Zadaqa 5.10. Obele�jeto X ima zakon na raspredelba

P (x, θ) =

(
5

x

)
θx

(a+ θ)5
, x = 0, 1, 2, 3, 4, 5,

kade θ > 0 e nepoznat parametar. Neka (X1, ..., Xn) e primerok koj odgovara na
obele�jeto X.

a) So koristeǌe na teoremata na Nejman-Pirson, odredi go optimalniot
kritiqen domen za proverka na hipotezata H0 : θ = 1

2
, protiv alternativnata

hipoteza H1 : θ = 1
3
.

b) Za nivo na znaqajnist α = 0, 05 i golemina na primerokot n = 100, najdi
ja verojatnosta za grexka od vtor vid β, na konstruiraniot statistiqki test.
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5. Testiraǌe na hipotezi 65

5.2 Testovi za parametrite na normalna
raspredelba

Zadaqa 5.11. Edna otkupna stanica go meri procentot na maslenost vo mlekoto
za koj se pretpostavuva deka ima normalna raspredelba N (m, 1). Vo tekot na
eden den sobrano e mleko od 25 proizvoditeli i dobieni se slednite rezul-
tati:

procent na maslenost 3,45 - 3,75 3,75 - 4,05 4,05 - 4,35
broj na prozvoditeli 5 16 4

So nivo na znaqajnost α = 0, 05, proveri ja hipotezata deka srednata vrednost
na procentot na maslednost na mlekoto e 4.

Rexenie. Neka X - procent na maslenost vo mlekoto, pritoa X ∼ N (m, 1),
kade m e nepoznat parametar. Vrz osnova na dadenite podatoci, treba so nivo
na znaqajnost α = 0, 05, da se testira hipotezata H0 : m = 4, protiv H1 : m 6= 4.
Pri testiraǌe na ovaa hipoteza, kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
∣∣∣x−m0

σ

√
n
∣∣∣ ≥ c0},

kade m0 = 4, σ = 1, n = 25, aritmetiqkata sredina na dadenite podatoci e

x =
1

25
(5 · 3, 6 + 16 · 3, 9 + 4 · 4, 2) = 3, 888,

a kritiqnata vrednost c0 ja naoǵame od c0 = Φ−1
0 (1−α

2
) = Φ−1

0 (1−0,05
2

) = Φ−1
0 (0, 475) =

1, 96, xto se qita od tablicata za normalna raspredelba. Taka, za dadenite
podatoci imame∣∣∣x−m0

σ

√
n
∣∣∣ =

∣∣∣3, 888− 4

1

√
25
∣∣∣ = 0, 56 < 1, 96 = c0,

od kade za dadenite podatoci va�i x /∈ C, znaqi tie ne ì protivreqat na
nultata hipoteza H0 : m = 4, pa taa se prifaḱa.

Zadaqa 5.12. Za da se ispitaat vremenskite uslovi vo edno turistiqko mesto,
za 15 sluqajno izbrani godini zabele�an e brojot na sonqevi denovi vo tekot
na godinata i dobieni se slednite rezultati:

220, 218, 180, 230, 245, 253, 227, 182, 194, 228, 231, 192, 260, 268, 251.

So nivo na znaqajnost α = 0, 05 i pod pretpostavka deka X-brojot na sonqevi
denovi vo tekot na edna godina ima normalna raspredelba, proveri ja hi-
potezata deka sredniot broj na sonqevi denovi vo tekot na godinata e 220,
protiv alternativnata hipoteza deka e pogolem od 220.

Irena Stojkovska



66 5. Testiraǌe na hipotezi

Rexenie. Za obele�jeto X-broj na sonqevi denovi vo tekot na edna godina
imame deka e normalno raspredeleno t.e. X ∼ N (m,σ2), kade m i σ2 se nepoz-
nati parametri. Vrz osnova na dadenite podatoci, treba so nivo na znaqa-
jnost α = 0, 05, da se testira hipotezata H0 : m = 220, protiv H1 : m > 220.
Pri testiraǌe na ovaa hipoteza, kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
x−m0

s

√
n− 1 ≥ c0},

kade m0 = 220, n = 15, aritmetiqkata sredina na dadenite podatoci e x =
225, 3, disperzijata e s2 = 733, 7, od kade s = 27, 1, a kritiqnata vrednost
c0 = tn−1,2α = t14;0,1 = 1, 761 se qita od tablicata za studentova raspredelba.
Togax, za dadenite podatoci imame

x−m0

s

√
n− 1 =

225, 3− 220

27, 1

√
14 = 0, 732 < 1, 761 = c0,

znaqi x /∈ C, pa nultata hipoteza H0 : m = 220 se prifaḱa.

Zadaqa 5.13. Pri mereǌeto na masata (vo kg) na edna grupa uqenici, dobieni
se slednite rezultati:

masa (vo kg) 40 - 50 50 - 60 60- 70 70 - 80 80 - 90
broj na uqenici 6 7 10 4 3

So nivo na znaqajnost α = 0, 10, pod pretpostavka deka X - masata na eden
uqenik ima normalna raspredelba, proveri ja hipotezata deka srednoto kvadratno
otstapuvaǌe na masata na uqenicite e 13 kg.

Rexenie. Dadeno e deka obele�jeto X-masa na eden uqenik ima N (m,σ2)
raspredelba, kade m i σ2 se nepoznati parametri. Vrz osnova na dadenite
podatoci, treba so nivo na znaqajnost α = 0, 10, da se testira hipotezata
H0 : σ = 13, protiv H1 : σ 6= 13. Pri testiraǌe na ovaa hipoteza, kritiqnata
oblast go ima oblikot

C = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn :
ns2

σ2
0

≥ b ili
ns2

σ2
0

≤ a},

kade n = 30, σ2
0 = 132, a = χ2

n−1,1−α/2 = χ2
29;0,95 = 17, 708 i b = χ2

n−1,α/2 = χ2
29;0,05 =

42, 557 se qitaat od tablicata za hi-kvadrat raspredelba, a disperzijata na
dadenite podatoci e s2 = 147, 67. Togax, za dadenite podatoci imame

ns2

σ2
0

=
30 · 147, 67

132
= 2, 016 < 17, 708 = a,

znaqi x ∈ C, pa nultata hipoteza H0 : σ = 13 se otfrla i se prifaḱa alterna-
tivnata H1 : σ 6= 13.
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Zadaqa 5.14. Od dva grada na sluqaen naqin se izbrani 10, odnosno 12 �iteli
na koi im e izmerena visinata vo cm i dobieni se slednite rezultati:

grad A:168, 174, 178, 182, 178, 186, 179, 180, 169, 172,

grad B:173, 182, 180, 175, 180, 178, 184, 188, 179, 181, 165, 173.

Ako visinata na sluqajno izbran �itel ima normalna raspredelba so sredno
kvadratno otstapuvaǌe od oqekuvanata vrednost od 5 cm, so nivo na znaqa-
jnost α = 0, 05, proveri ja hipotezata deka srednite visini na �itelite od
gradovite A i B se ednakvi, protiv alternativnata hipoteza deka srednata
visina na �itelite od gradot B e pogolema.

Rexenie. Neka X e visinata na �itel od gradot A, a Y e visinata na �itel
od gradot B, togax X ∼ N (m1, 5

2) i Y ∼ N (m2, 5
2), kade m1 i m2 se nepoznati

parametri. Vrz osnova na dadenite podatoci, treba so nivo na znaqajnost
α = 0, 05, da se testira hipotezata H0 : m1 = m2, protiv H1 : m1 < m2. Pri
testiraǌe na ovaa hipoteza, kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
x− y√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

≤ −c},

kade n1 = 10, n2 = 12, σ2
1 = σ2

2 = 52, c = Φ−1
0 (1−2α

2
) = Φ−1

0 (1−2·0,05
2

) = Φ−1
0 (0, 45) =

1, 645, a aritmetiqkite sredini na dadenite podatoci se x = 176, 6 i y = 178, 2.
Togax, za dadenite podatoci imame

x− y√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

=
176, 6− 178, 2√

52

10
+ 52

12

= −0, 747 > −1, 645 = −c,

znaqi (x, y) /∈ C, pa nultata hipoteza H0 : m1 = m2 se prifaḱa, odnosno se
prifaḱa hipotezata deka srednite visini na �itelite od gradovite A i B se
ednakvi.

Zadaqa 5.15. Edna grupa od 16 studenti na eden ispit gi poka�ala slednite
rezultati (vo broj na poeni od mo�ni 100):

student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
pismen del 90 90 80 90 92 88 90 63 70 54 78 86 99 84 56 85
usmen del 84 84 82 94 90 85 89 62 65 52 72 90 98 89 58 85

Pod pretpostavka deka brojot na poeni na eden student dobieni na pismeniot,
odnosno ustniot del od ispitot imaat normalni raspredelbi so ednakvi dis-
perzii, vrz osnova na dadenite podatoci, so 5% nivo na znaqajnost, proveri
ja hipotezata deka srednite vrednosti na poenite na pismeniot i ustniot
del se ednakvi.
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68 5. Testiraǌe na hipotezi

Rexenie. Neka X e brojot na poeni dobien na pismeniot ispit, a Y e brojot
na poeni dobien na ustniot ispit, togax X ∼ N (m1, σ

2) i Y ∼ N (m2, σ
2), kade

m1, m2 i σ2 se nepoznati parametri. Vrz osnova na dadenite podatoci, treba
so nivo na znaqajnost α = 5% = 0, 05, da se testira hipotezata H0 : m1 = m2,
protiv H1 : m1 6= m2. Pri testiraǌe na ovaa hipoteza, kritiqnata oblast go
ima oblikot

C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
∣∣∣ x− y√

n1s2
x + n2s2

y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2)
∣∣∣ ≥ c},

kade n1 = 16, n2 = 16, c = tn1+n2−2,α = t16+16−2;0,05 = t30;0,05 = 2, 042, a ar-
itmetiqkite stredini i disperziite na dadenite podatoci se x = 80, 9375,
y = 79, 9375, s2

x = 167, 31 i s2
y = 178, 06. Togax, za dadenite podatoci imame∣∣∣ x− y√

n1s2
x + n2s2

y

√
n1n2

n1 + n2

(n1 + n2 − 2)
∣∣∣ =

=
∣∣∣ 80, 9375− 79, 9375√

16 · 167, 31 + 16 · 178, 06

√
16 · 16

16 + 16
(16 + 16− 2)

∣∣∣ = 0, 215 < 2, 042 = c,

znaqi (x, y) /∈ C, pa nultata hipoteza H0 : m1 = m2 se prifaḱa, odnosno se
prifaḱa hipotezata deka srednite vrednosti na poenite na pismeniot i ust-
niot del od ispitot se ednakvi.

Zadaqa 5.16. Za podatocite x1, ..., xn1 i y1, ..., yn2 koi odgovaraat na obele�jata
X i Y soodvetno, poznato e deka n1 = 10, n2 = 17, s2

x = 3, 22 i s2
y = 32. Vrz osnova

na ovie podatoci, pod pretpostavka deka obele�jata X i Y imaat normalni
raspredelbi N (a1, σ

2
1) i N (a2, σ

2
2) soodvetno, so nivo na znaqajnost α = 0, 10,

proveri ja hipotezata H0 : σ2
1 = σ2

2, protiv alternativnata H1 : σ2
1 6= σ2

2.

Rexenie. Dadeno e deka obele�jata X ∼ N (a1, σ
2
1) i Y ∼ N (a2, σ

2
2), kade a1, a2,

σ2
1 i σ2

2 se nepoznati parametri. Pri testiraǌe na hipotezata H0 : σ2
1 = σ2

2,
protiv alternativnata H1 : σ2

1 6= σ2
2, so nivo na znaqajnost α = 0, 10, vrz osnova

na dadenite podatoci za koi s2
x > s2

y, kritiqnata oblast ima oblik

C = {(x, y) ∈ Rn1+n2 :
n1(n2 − 1)s2

x

n2(n1 − 1)s2
y

≥ c}, ,

kade c = Fn1−1, n2−1, α/2 = F10−1, 17−1, 0,10/2 = F9, 16, 0,05 = 2, 54 e vrednost od tabli-
cata za Fixerovata raspredelba. Sega, za dadenite podatoci imame

n1(n2 − 1)s2
x

n2(n1 − 1)s2
y

=
10 · (17− 1) · 3, 22

17 · (10− 1) · 32
= 1, 1898 < 2, 54 = c,

znaqi (x, y) /∈ C, pa nultata hipoteza H0 : σ2
1 = σ2

2 se prifaḱa.
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Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 5.17. Izmerena e dol�inata na stebloto (vo cm) na 30 semiǌa posle
edna nedela od poqetokot na rteǌeto i dobieni se slednite rezultati:

4.7, 4.9, 5.2, 5.2, 5.4, 5.5, 5.5, 5.5, 5.7, 5.7, 5.8, 6.0, 6.0, 6.0, 6.0,

6.1, 6.1, 6.2, 6.4, 6.5, 6.5, 6.7, 6.9, 7.2, 7.5, 7.8, 8.0, 8.5, 8.5, 9.0.

Pod pretpostavka deka X-dol�inata na stebloto po edna nedela rteǌe ima
normalna N (m, 22) raspredelba, vrz osnova na dadenite podatoci, so 5% nivo
na znaqajnost, testiraj ja hipotezata H0 : m = 6, protiv alternativnata
H1 : m > 6.

Zadaqa 5.18. Edna fiziqka veliqina e merena 26 pati pri isti uslovi. Pri-
toa sredno kvadratnoto otstapuvaǌe na podatocite od nivnata aritmetiqka
sredina e 2,20. Pod pretpostavka deka fiziqkata veliqina ima normalna
raspredelba, so 5% nivo na znaqajnost, testiraj ja hipotezata deka disper-
zijata na fiziqkata veliqina e 5.

Zadaqa 5.19. Izvrxeno e mereǌe na masata (vo g) na 15 jabolka od sortata
”Zlaten delixes” i 25 jabolka od sortata ”Crven delixes”. Dobieno e deka
srednata vrednost na masata na jabolkata ”Zlaten delixes” e 110,5 g so
sredno kvadratno otstapuvaǌeto od 5,1 g, dodeka srednata vrednost na masata
na jabolkata ”Crven delixes” e 115,2 g so sredno kvadratno otstapuvaǌeto od
3,5 g. Pod pretpostavka deka masatata na dvete sorti jabolka ima normalna
raspredelba, vrz osnova na dadenite podatoci, so 5% nivo na znaqajnost,
testiraj ja hipotezata za ednakvost na masite na jabolkata od dvete sorti.
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5.3 Testiraǌe na neparametarski hipotezi
Zadaqa 5.20. So Pirsonoviot χ2 kriterium, so nivo na znaqajnost α = 0, 05,
proveri ja hipotezata deka podatocite

xk (1; 1,2) (1,2; 1,4) (1,4; 1,6) (1,6; 1,8) (1,8; 2,0)
mk 33 23 20 15 9

odgovaraat na obele�je X so funkcija na raspredelba

F (x) =


0 , x < 1√
x− 1 , 1 ≤ x < 2

1 , x ≥ 2
.

Rexenie. Ja testirame hipotezata H0 : X ima funkcija na raspredelba F (x),
protiv H1 : X nema funkcija na raspredelba F (x). Vrz osnova na dadenite
podatoci, ja presmetuvame vrednosta na Pirsonovata χ2 test statistika so
popolnuvaǌe na slednata tabela:

xk (1; 1,2) (1,2; 1,4) (1,4; 1,6) (1,6; 1,8) (1,8; 2,0)
mk 33 23 20 15 9
pk 0,447213 0,185242 0,142141 0,119831 0,105573
npk 44,7213 18,5242 14,2141 11,9831 10,5573

(mk − npk)2 137,389 20,0328 33,4766 9,10169 2,42518
(mk−npk)2

npk
3,07212 1,08144 2,35517 0,759544 0,229716

kade n = 100, a verojatnostite pk, k = 1, ..., 5 se presmetuvaat otkako R ḱe
se razbie na podintervali soodvetni na dadenite podatoci t.e. (−∞; 1, 2],
(1, 2; 1, 4], (1, 4; 1, 6], (1, 6; 1, 8], (1, 8; +∞), pa verojatnosta pk e verojatnost da X
prima vrednosti od k-tiot podinterval, pod pretpostavka deka H0 e toqna,
odnosno:

p1 = P{X ∈ (−∞; 1, 2]|H0} = F (1, 2)− F (−∞) =
√

1, 2− 1− 0 = 0, 447213,

p2 = P{X ∈ (1, 2; 1, 4]|H0} = F (1, 4)− F (1, 2) =
√

1, 4− 1−
√

1, 2− 1 = 0, 185242,

i.t.n. Togax, Pirsonovata χ2 statistika (zbirot na broevite od poslednata
redica od tabelata) e

χ2 =
5∑

k=1

(mk − npk)2

npk
= 7, 49799.
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Kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | χ2 =
r∑
i=1

(mi − npi)2

npi
> χ2

r−1,α},

kade r = 5 e brojot na podintervali, α = 0, 05, pa od tablica naoǵame χ2
r−1,α =

χ2
5−1;0,05 = χ2

4;0,05 = 9, 488. Bidejḱi, χ2 = 7, 49799 < 9, 488 = χ2
r−1,α sledi deka

x /∈ C, pa hipotezata H0 se prifaḱa.

Zadaqa 5.21. Vo tekot na edna godina zabele�an e brojot na itni povici
nedelno za medicinska intervencija i dobieni se slednite rezultati:

broj na itni povici 0 1 2 3 4 5
broj na nedeli 6 10 20 10 6 0

So Pirsonoviot χ2 kriterium, so nivo na znaqajnost α = 5%, proveri ja
hipotezata deka brojot na itni povici nedelno ima Poasonova raspredelba.

Rexenie. Neka X e broj na itni povici nedelno za medicinska intervencija.
Treba da se testira hipotezata H0 : X ima P(λ) raspredelba, protiv H1 :
X nema P(λ) raspredelba, kade λ > 0 e nepoznat parametar koj treba prvo da
se oceni. Maksimalno podoben ocenuvaq za λ e sredinata na primerokot, pa za
ocenuvaq za λ ja zemame aritmetiqkata sredina na podatocite t.e. λ = x = 2.
Togax, H0 preminuva vo H0 : X ∼ P(2). Vrz osnova na dadenite podatoci, ja
presmetuvame Pirsonovata χ2 test statistika so popolnuvaǌe na slednata
tabela:

xk 0 1 2 3 4 5
mk 6 10 20 10 6 0
pk 0,135335 0,270671 0,270671 0,180447 0,090223 0,052653
npk 7,03742 14,0749 14,0749 9,38324 4,6916 2,73796

(mk − npk)2 1,07624 16,6047 35,1069 0,380388 1,71192 7,4964
(mk−npk)2

npk
0,152931 1,17974 2,49429 0,0405391 0,364891 2,73796

prixto n = 52, a za da gi presmetame verojatnostite pk, k = 1, ..., 6, prostorot
R go razbivame na podintervali soodvetni na dadenite podatoci t.e. (∞, 0],
(0, 1], (1, 2], (2, 3], (3, 4], (4,+∞), pa zatoa:

p1 = P{X ∈ (−∞; 0]|H0} = P{X = 0|H0} =
20

0!
e−2 = 0, 135335,

p2 = P{X ∈ (0, 1]|H0} = P{X = 1|H0} =
21

1!
e−2 = 0, 270671,
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i.t.n. poslednata verojatnost e

p6 = P{X ∈ (4,+∞)|H0} = 1− P{X ∈ {0, 1, 2, 3, 4}|H0} = 1− 0, 947347 = 0, 052653.

Togax, Pirsonovata χ2 statistika e

χ2 =
6∑

k=1

(mk − npk)2

npk
= 6, 97035.

Kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | χ2 =
r∑
i=1

(mi − npi)2

npi
> χ2

r−j−1,α},

kade r = 6 e brojot na podintervali, j = 1 e brojot na parametri koi trebaxe
da se ocenat, α = 5% = 0, 05, pa od tablica naoǵame χ2

r−j−1,α = χ2
6−1−1;0,05 =

χ2
4;0,05 = 9, 488. Bidejḱi, χ2 = 6, 97035 < 9, 488 = χ2

r−j−1,α sledi deka x /∈ C, pa
hipotezata H0 se prifaḱa.

Zadaqa 5.22. Vrz osnova na podatocite od slednata tabela:

xk (0, 5) (5, 10) (10, 15) (15, 20) (20, 25)
mk 15 75 100 50 20

so Pirsonoviot χ2 kriterium, so nivo na znaqajnost α = 0, 05, proveri ja hi-
potezata deka podatocite odgovaraat na obele�je so normalna raspredelba.

Rexenie. Vrz osnova na dadenite podatoci za obele�jeto X, treba da
se testira hipotezata deka H0 : X ima N (a, σ2) raspredelba, protiv H1 :
X nema N (a, σ2) raspredelba, kade a ∈ R i σ2 > 0 se nepoznati parametri koi
treba prvo da se ocenat. Maksimalno podobni ocenki za a i σ2 se aritme-
tiqkata sredina i disperzijata na podatocote t.e. a = x = 12, 21 i σ2 = s2 =
25, 4351, odnosno σ = 5, 04. Togax, H0 preminuva vo H0 : N (12, 21; 5, 042). Vrz
osnova na dadenite podatoci, ja presmetuvame vrednosta na Pirsonovata χ2

test statistika so popolnuvaǌe na slednata tabela:

xk (0, 5) (5, 10) (10, 15) (15, 20) (10, 25)
mk 15 75 100 50 20
pk 0,07636 0,25361 0,37887 0,23059 0,06057
npk 19,8536 65,9386 98,5062 59,9534 15,7482

(mk − npk)2 23,5574 82,109 2,23144 99,0702 18,0778
(mk−npk)2

npk
1,18656 1,24523 0,0226528 1,65245 1,14793
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kade n = 260, a verojatnostite pk, k = 1, ..., 5 se presmetuvaat otkako R ḱe se
razbie na podintervali soodvetni na dadenite podatoci t.e. (−∞, 5], (5, 10],
(10, 15], (15, 20], (20,+∞), pa verojatnosta pk e verojatnost da X prima vred-
nosti od k-tiot podinterval, pod pretpostavka deka H0 e toqna, odnosno:

p1 = P{X ∈ (−∞; 5]|H0} = P{X ≤ 5|H0} = P{X − 12, 21

5, 04
≤ 5− 12, 21

5, 04
|H0},

= 0, 5 + Φ0(
5− 12, 21

5, 04
) = 0, 5 + Φ0(−1, 43) = 0, 5− Φ0(1, 43) =

= 0, 5− 0, 42364 = 0, 07636,

p2 = P{X ∈ (5; 10]|H0} = P{5 < X ≤ 10|H0} =

= P{5− 12, 21

5, 04
<
X − 12, 21

5, 04
≤ 10− 12, 21

5, 04
|H0} =,

= Φ0(
10− 12, 21

5, 04
)− Φ0(

5− 12, 21

5, 04
) = Φ0(−0, 44)− Φ0(−1, 43) =

= −Φ0(0, 44) + Φ0(1, 43) = −0, 17003 + 0, 42364 = 0, 25361,

i.t.n. zatoa xto, koga H0 e toqna imame deka X−12,21
5,04

∼ N (0, 1), pa vrednos-
tite za funkcijata Φ0(x) gi qitame od tablicata za standardna normalana
raspredelba. Togax, Pirsonovata χ2 statistika e

χ2 =
5∑

k=1

(mk − npk)2

npk
= 5, 25482.

Kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | χ2 =
r∑
i=1

(mi − npi)2

npi
> χ2

r−j−1,α},

kade r = 5 e brojot na podintervali, j = 2 e brojot na parametri koi trebaxe
da se ocenat, α = 0, 05, pa od tablica naoǵame χ2

r−j−1,α = χ2
5−2−1;0,05 = χ2

2;0,05 =
5, 991. Bidejḱi, χ2 = 5, 25482 < 5, 991 = χ2

r−j−1,α sledi deka x /∈ C, pa hipotezata
H0 se prifaḱa.

Zadaqa 5.23. Vo edna tablica na 200 sluqajni ednocifreni broevi, cifrite
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 se pojavuvaat 18, 23, 22, 17, 20, 25, 14, 19, 22, 20
pati soodvetno. So nivo na znaqajnost α = 0, 05, proveri ja hipotezata deka
vo tablicata na sluqajni ednocifreni broevi, cifrite 0-9 se ramnomerno
raspredeleni.

Rexenie. Neka X e vrednost na sluqajno izbrana cifra od 0 do 9. Vrz
osnova na dadenite podatoci, treba da ja testirame hipotezata H0 : X ima
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diskretna ramnomerna raspredelba na mno�estvoto {0, 1, ..., 9}, protiv H1 :
X nema diskretna ramnomerna raspredelba na mno�estvoto {0, 1, ..., 9}.
Ja presmetuvame Pirsonovata χ2 test statistika so popolnuvaǌe na slednata
tabela:

xk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
mk 18 23 22 17 20 25 14 19 22 20
pk 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
npk 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20

(mk − npk)2 4 9 4 9 0 25 36 1 4 0
(mk−npk)2

npk
0,2 0,45 0,2 0,45 0 1,25 1,8 0,05 0,2 0

prixto n = 200, a za da gi presmetame verojatnostite pk, k = 1, ..., 10, pros-
torot R go razbivame na podintervali soodvetni na dadenite podatoci t.e.
(∞, 0], (0, 1], (1, 2], ..., (7, 8], (8,+∞), pa zatoa

p1 = P{X ∈ (−∞; 0]|H0} = P{X = 0|H0} = 0, 1,

p2 = P{X ∈ (0, 1]|H0} = P{X = 1|H0} = 0, 1,

i.t.n. odnosno pk = 0, 1, k = 1, ..., 10. Togax, Pirsonovata χ2 statistika e

χ2 =
10∑
k=1

(mk − npk)2

npk
= 4, 6.

Kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | χ2 =
r∑
i=1

(mi − npi)2

npi
> χ2

r−1,α},

kade r = 10 e brojot na podintervali, α = 0, 05, pa od tablica naoǵame χ2
r−1,α =

χ2
10−1;0,05 = χ2

9;0,05 = 16, 919. Bidejḱi, χ2 = 4, 6 < 16, 919 = χ2
r−1,α sledi deka x /∈ C,

pa hipotezata H0 se prifaḱa.

Zadaqa 5.24. So kriteriumot na Kolmogorov i nivo na znaqajnost α = 0, 01,
vrz osnova na podatocite od tabelata:

xk (0, 20) (20, 40) (40, 60) (60, 80) (80, 100)
mk 2 8 13 17 10

testiraj ja hipotezata deka podatocite odgovaraat na obele�je so U(0, 100)
raspredelba.
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Rexenie. Neka X e obele�jeto, treba vrz osnova na dadenite podatoci da se
testira hipotezata H0 : X ∼ U(0, 100), protiv H1 : X nema U(0, 100) raspredelba.
Ako H0 e toqna, gustinata na raspredelba X e

p(x) =
1

100
, 0 < x < 100,

a funkcijata na raspredelba na X e

F (x) =


0 , x ≤ 0
x

100
, 0 < x < 100

1 , x ≥ 100
.

Za dadenite podatoci imame n = 50, pa empiriskata funkcija na raspredelba
Fn(x) e

Fn(x) =



0 , x < 20
0, 04 , 20 ≤ x < 40
0, 2 , 40 ≤ x < 60
0, 46 , 60 ≤ x < 80
0, 8 , 80 ≤ x < 100
1 , x ≥ 100

.

Statistikata na Komogorov ja presmetuvame so pomox na slednata tabela:

xk (0, 20) (20, 40) (40, 60) (60, 80) (80, 100)
mk 2 8 13 17 10
ak 20 40 60 80 100

Fn(ak) 0,04 0,2 0,46 0,8 1
F (ak) 0,2 0,4 0,6 0,8 1

|Fn(ak)− F (ak)| 0,16 0,2 0,14 0 0

kade ak e desnite granici na intervalite kaj intervalno zadadenite poda-
toci. Togax, vrednosta na statistikata na Kolmogorov e (najgolemata vred-
nost vo posledniot red od tabelata)

dn = max
1≤k≤r

|Fn(ak)− F (ak)| = 0, 2.

Kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | dn > dn,α},

kade vrednosta dn,α = d50;0,01 = 0, 226 se qita od tablica. Za dadenite podatoci
imame deka dn = 0, 2 < 0, 226 = dn,α, od kade sledi deka x /∈ C, pa hipotezata H0

se prifaḱa.
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Zadaqa 5.25. Izvrxeni se mereǌa na visinite na uqenicite vo dve razliqni
uqilixta A i B i pri toa se dobieni slednite rezultati:

visina (vo cm) (160, 170) (170, 180) (180, 190) (190, 200)
uqilixte A 25 65 8 2
uqilixte B 16 34 6 4

So nivo na znaqajnost α = 0, 01, testiraj ja hipotezata deka raspredelbite
na visinite na uqenicite vo uqilixtata A i B se ednakvi.

Rexenie. Neka X e visinata na uqenicite vo uqilixteto A, Y e visinata na
uqenicite vo uqilixteto B. Ja testirame hipotezata H0 : X i Y imaat ista
raspredelba, protiv H0 : X i Y nemaat ista raspredelba. Za dadenite poda-
toci imame n1 = 100 i n2 = 60, pa nivnite empiriski funkcii na raspredelba
se:

Fn1(x) =


0 , x < 170
0, 25 , 170 ≤ x < 180
0, 90 , 180 ≤ x < 190
0, 98 , 190 ≤ x < 200
1 , x ≥ 200

, Fn2(x) =


0 , x < 170
0, 27 , 170 ≤ x < 180
0, 83 , 180 ≤ x < 190
0, 93 , 190 ≤ x < 200
1 , x ≥ 200

soodvetno. Statistikata na Komogorov-Smirnov ja presmetuvame so pomox
na slednata tabela:

xk (160, 170) (170, 180) (180, 190) (190, 200)
m1
k 25 65 8 2

m2
k 16 34 6 4

ak 170 180 190 200
Fn1(ak) 0,25 0,90 0,98 1
Fn2(ak) 0,27 0,83 0,93 1

|Fn1(ak)− Fn2(ak)| 0,02 0,07 0,05 0

kade ak e desnite granici na intervalite kaj intervalno zadadenite poda-
toci. Togax, vrednosta na statistikata na Kolmogorov-Smirnov e (naj-
golemata vrednost vo posledniot red od tabelata)

dn1,n2 = max
1≤k≤r

|Fn1(ak)− Fn2(ak)| = 0, 07.

Kritiqnata oblast go ima oblikot

C = {x | dn1,n2 > d n1n2
n1+n2

,α},

kade vrednosta d n1n2
n1+n2

,α = d37,5;0,01 = 0, 2605 se qita od tablica. Za dadenite
podatoci imame deka dn1,n2 = 0, 07 < 0, 2605 = d n1n2

n1+n2
,α, od kade sledi deka x /∈ C,

pa hipotezata H0 se prifaḱa.
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Zadaqa 5.26. Vrz osnova na podatocite dadeni vo tabelata, kade X e ocenkata
po matematika vo poslednata godina od srednoto obrazovanie i Y e ocenkata
na ispitot po matematika na fakultet, dobieni od anketa sprovedena na 150
studenti:

HHH
HHHX
Y

5 6 7 8 9 10

2 2 1 0 1 0 0
3 5 35 2 5 0 1
4 3 1 10 15 6 6
5 1 0 0 6 18 32

so nivo na znaqajnost α = 0, 05, testiraj ja hipotezata deka obele�jata X i
Y se nezavisni.

Rexenie. Treba da ja testirame hipotezata H0 : X i Y se nezavisni, protiv
H1 : X i Y ne se nezavisni. Kritiqnata oblast ima oblik

C = {(x, y) | d = nf 2 > χ2
(r−1)(s−1),α},

kade n = 150 e vkupniot broj na studenti, f 2 e otstapuvaǌeto od statistiqkata
nezavisnost koe se presmetuva spored f 2 =

∑r
i=1

∑s
j=1

f2ij
gihj
− 1 = 1, 077947, kade

r e brojot na razliqni vrednosti koi gi prima X, toa se a1, ..., ar, potoa s e
brojot na razliqni vrednosti koi gi prima Y , toa se b1, ..., bs, dodeka fij, gi, hj
se qestotite na (ai, bj), ai, bj soodvetno. Vrednosta χ2

(r−1)(s−1),α = χ2
(4−1)(6−1);0,05 =

χ2
15;0,05 = 24, 996 ja qitame od tablica za χ2 raspredelba. Bidejḱi

d = nf 2 = 150 · 1, 077947 = 161, 69205 > 24, 996 = χ2
(r−1)(s−1),α,

sledi deka (x, y) ∈ C, pa hipotezata H0 za nezavisnost na X i Y ja otfrlame.

Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 5.27. Sedum moneti se frlaat istovremeno 1526 pati pri xto sekoj
pat se razgleduva brojot na padnati ”grbovi” i pri toa dobieni se slednite
rezultati:

broj na padnati ”grbovi” 0 1 2 3 4 5 6 7
broj na frlaǌa 12 78 270 456 386 252 69 3

So Pirsonoviot χ2 kriterium, so nivo na znaqajnost α = 5%, proveri ja
hipotezata deka brojot na padnati ”grbovi” pri edno frlaǌe na 7 moneti
ima binomna B(7, 1

2
) raspredelba.
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Zadaqa 5.28. Pri zaokru�uvaǌe na 45 broevi, napraveni se slednite apso-
lutni grexki:

0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.07, 0.08, 0.09, 0.09, 0.10, 0.11, 0.13, 0.14, 0.14,

0.15, 0.16, 0.17, 0.17, 0.18, 0.21, 0.22, 0.22, 0.26, 0.27, 0.31, 0.32, 0.32, 0.33, 0.33,

0.34, 0.34, 0.35, 0.35, 0.36, 0.37, 0.37, 0.39, 0.41, 0.41, 0.42, 0.43, 0.44, 0.45, 0.48.

So Pirsonoviot χ2 kriterium i nivo na znaqajnost α = 0, 05, testiraj ja hi-
potezata deka apsolutnata grexka ima neprekinata ramnomerna raspredelba.

Zadaqa 5.29. Na sluqajno izbrani 50 studenti izmerena im e visinata vo cm
i dobieni se slednite rezultati:

146, 151, 151, 155, 156, 157, 158, 158, 158, 159, 160, 160, 161, 162, 163, 163, 164,

164, 165, 165, 167, 169, 169, 170, 171, 172, 172, 174, 174, 174, 175, 175, 175, 175,

177, 177, 178, 179, 179, 179, 179, 180, 180, 182, 185, 186, 187, 187, 189, 202.

Sporedi gi, so nivo na znaqajnost α = 0, 05, Pirsonoviot i kriteriumot na
Kolmogorov za testiraǌe na hipotezata deka visinata na eden student ima
normalna N (170, 102) raspredelba.

Zadaqa 5.30. Sluqajno se izbrani ispitanici od dve razliqni dr�avi A i
B, koi se izjasnile za toa kolku qasovi dnevno gledaat televizija i dobieni
se slednite rezultati:

vreme na gledaǌe TV (vo h) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
dr�ava A 3 10 25 40 15 5 0 1 1
dr�ava B 1 8 30 44 10 6 1 0 0

So nivo na znaqajnost α = 0, 05, testiraj ja hipotezata deka raspredelbite na
brojot na qasovi dnevno pominati pred televizorot za �itelite od dr�avite
A i B se ednakvi.

Zadaqa 5.31. Pri edno ispituvaǌe napraveno na pazarot za posetenosta na
supermarketite, vo eden supermarket, vo 40 sluqajno izbrani denovi, izmereni
se proseqniot procent na namaluvaǌe na cenite i brojot na posetiteli vo
minuta, pri xto se dobieni slednite rezultati:

(0, 12), (0, 13), (0, 13), (1, 14), (1, 14), (2, 14), (2, 14), (2, 16), (3, 17), (3, 17),

(4, 18), (4, 18), (4, 18), (4, 18), (5, 19), (5, 19), (6, 19), (6, 19), (6, 19), (7, 19),

(7, 20), (7, 20), (7, 20), (7, 20), (7, 20), (7, 20), (8, 21), (9, 21), (10, 21), (11, 21),

(11, 22), (13, 22), (13, 22), (14, 23), (15, 25), (16, 26), (17, 26), (18, 27), (22, 29), (26, 30).

So 5% nivo na znaqajnost testiraj ja hipotezata za nezavisnost na proseq-
niot procent na namaluvaǌe na cenata i brojot na posetiteli vo minuta.
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Regresiona analiza

Zadaqa 6.1. Za vreme na edno istra�uvaǌe za vrskata meǵu prihodot i pis-
menosta na �itelite vo afriqkite dr�avi, zabele�ani se slednite podatoci
za pet afriqki dr�avi:

godixen prihod po �itel (vo dolari) 110 370 380 500 500
nepismenost (vo procenti) 85 75 73 63 61

a) Vrz osnova na dadenite podatoci najdi gi ocenkite na parametrite na
modelot na prosta linearna regresija koj ja opixuva zavisnosta na nepis-
menosta od godixniot prihod po �itel.

b) Predvidi go procentot na nepismenost pri godixen prihod od 200 i od
1000 dolari.

v) Najdi 95% interval na doverba za stapkata na promena na procentot na
nepismenost, pri edinica promena na godixniot prihod po �itel.

g) So 5% nivo na znaqajnost, testiraj ja hipotezata deka nacionalniot
prihod po �itel ne vlijae na procentot na nepismenost.

Rexenie. a) Godixniot prihod po �itel e nezavisnata promenliva x, a
procentot na nepismenost e zavisnata promenliva Y . Za dadenite podatoci
imame

x =
1

5

5∑
i=1

xi =
1

5
· 1860 = 372,

y =
1

5

5∑
i=1

yi =
1

5
· 357 = 71, 4,

s2
x =

1

5

5∑
i=1

x2
i − x2 =

1

5
· 793400− 3722 = 20296,
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sxy =
1

5

5∑
i=1

xiyi − xy =
1

5
· 126840− 372 · 71, 4 = −1192, 8.

Togax, ocenkite na parametrite na modelot na prosta linearna regresija,
koj ja opixuva zavisnosta na nepismenosta od godixniot prihod po �itel
t.e. Yi = axi + b+ εi, kade E(εi) = 0 i D(εi) = σ2 i εi se nezavisni, se

a =
sxy
s2
x

=
−1192, 8

20296
= −0, 0587702,

b = y − ax = 71, 4− (−0, 0587702) · 372 = 93, 2625,

od kade predviduvaǌata za procentot na nepismenost y za poznat godixen
prihod x se pravat spored formulata y = ax + b = −0, 0587702x + 93, 2625.
Ocenkata na disperzijata na sluqajnata komponenta, odnsno srednokvadrat-
noto otstapuvaǌe na predvidenite vrednosti spored modelot od toqnite vred-
nosti, e

σ2 =
1

5

5∑
i=1

(yi − (axi + b))2 =

=
1

5

5∑
i=1

y2
i + a2 1

5

5∑
i=1

x2
i + b2 − 2a

1

5

5∑
i=1

xiyi − 2b
1

5

5∑
i=1

yi + 2ab
1

5

5∑
i=1

xi =

=
1

5
· 25869 + (−0, 0587702)2 · 1

5
· 793400 + 93, 26252 −

−2 · (−0, 0587702) · 1

5
· 126840− 2 · 93, 2625 · 1

5
· 357 +

+2 · (−0, 0587702) · 93, 2625 · 1

5
· 1860 = 5, 7389.

b) Spored modelot, predvideniot procent na nepismenost pri godixen
prihod od 200 dolari e

a · 200 + b = −0, 0587702 · 200 + 93, 2625 = 81, 5085%,

dodeka pak predvideniot procent na nepismenost pri godixen prihod od 1000
dolari e

a · 1000 + b = −0, 0587702 · 1000 + 93, 2625 = 34, 4923%.

Da zabele�ime deka prvoto predviduvaǌe e vo ramkite na modelot (modelot
e izgraden vrz osnova na podatoci za godixen prihod od 110 do 500 dolari),
dodeka vtoroto predviduvaǌe izleguva od ramkite na modelot, i mo�e da bide
podlo�no na drugi nepoznati faktori, pa ne e preporaqlivo da se koristi.
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v) Se bara 95% interval na doverba za stapkata na promena na procentot
na nepismenost, pri edinica promena na godixniot prihod po �itel t.e. 95%
interval na doverba za parametarot a od modelot.

Pri dopolnitelna pretpostavka za normalno raspredeleni sluqajni kom-
ponenti εi ∼ N (0, σ2), ja koristime statistikata

T1 =
(â− a)

√
(n− 2)s2

x

σ̂
∼ tn−2,

kako centralna statistika, kade â i σ̂2 se ocenuvaqi na parametrite a i σ2

soodvetno.
Za da go odredime (1 − α)100% interval na doverba za a, barame c, d ∈ R

taka xto P{c < T1 < d} = 1− α. Statistikata T1 ima studentova raspredelba
koja e simetriqna vo odnos na 0, pa minimalen interval na doverba se dobiva
za c = −d i togax poslenoto ravenstvo preminuva vo P{|T1| < d} = 1 − α, od
kade P{|T1| ≥ d} = 1− (1− α) = α, pa d = tn−2,α e broj koj se qita od tablicata
za studentova raspredelba. Togax c = −d = −tn−2,α.

Sega, od P{c < T1 < d} = 1− α, imame

P{c <
(â− a)

√
(n− 2)s2

x

σ̂
< d} = 1− α,

P{ cσ̂√
(n− 2)s2

x

< â− a < dσ̂√
(n− 2)s2

x

} = 1− α,

P{−â+
cσ̂√

(n− 2)s2
x

< −a < −â+
dσ̂√

(n− 2)s2
x

} = 1− α,

P{â− dσ̂√
(n− 2)s2

x

< a < â− cσ̂√
(n− 2)s2

x

} = 1− α,

P{â− tn−2,α σ̂√
(n− 2)s2

x

< a < â+
tn−2,α σ̂√
(n− 2)s2

x

} = 1− α,

odnosno
Ia =

(
â− tn−2,α σ̂√

(n− 2)s2
x

, â+
tn−2,α σ̂√
(n− 2)s2

x

)
e (1 − α)100% interval na doverba za a. Za dadenite podatoci n = 5 i α =
0, 05, pa od tablicata se naoǵa tn−2,α = t3;0,05 = 3, 182. Vrz osnova na dadenite
podatoci, realizaciite na ocenuvaqite â i σ̂2 se najdeni pod a) i iznesuvaat
a = −0, 0587702 i σ2 = 5, 7389 soodvetno, od kade σ = 2, 3956, a s2

x = 20296 e
isto taka presmetano pod a). Ovie vrednosti gi zamenuvame vo intervalot
na dobverba i dobivame deka 95% interval na doverba za a e

Ia = (−0, 0896624;−0, 027878).
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g) Se bara da se testira hipotezata H0 : a = 0 protiv alternativnata
H1 : a 6= 0, so nivo na znaqajnost α = 5% = 0, 05. Od v) najdovme deka (1−α)100%

interval na doverba za a e Ia =
(
â− tn−2,α σ̂√

(n−2)s2x
, â + tn−2,α σ̂√

(n−2)s2x

)
, togax kritiqnata

oblast za testiraǌe na H0 : a = a0, protiv H1 : a 6= a0, so nivo na znaqajnost
α, e

C = {(x, y) | a− tn−2,α σ√
(n− 2)s2

x

≥ a0 ili a+
tn−2,α σ√
(n− 2)s2

x

≤ a0},

kade a i σ2 se realizacii na ocenuvaqite â i σ̂2 soodvetno. Za a0 = 0, dobivame
deka kritiqnata oblast za testiraǌe na H0 : a = 0 protiv H1 : a 6= 0, so nivo
na znaqajnost α, e

C = {(x, y) | a− tn−2,α σ√
(n− 2)s2

x

≥ 0 ili a+
tn−2,α σ√
(n− 2)s2

x

≤ 0},

odnosno

C = {(x, y) |
a
√

(n− 2)s2
x

σ
≥ tn−2,α ili

a
√

(n− 2)s2
x

σ
≤ −tn−2,α},

xto preminuva vo

C = {(x, y) |
∣∣∣a√(n− 2)s2

x

σ

∣∣∣ ≥ tn−2,α},

zatoa xto tn−2,α > 0. Za dadenite podatoci imame n = 5, α = 0, 05, od kade
tn−2,α = t3;0,05 = 3, 182. Od a) imame deka a = −0, 0587702 i σ2 = 5, 7389, od kade
σ = 2, 3956, i s2

x = 20296. Togax,∣∣∣a√(n− 2)s2
x

σ

∣∣∣ =
∣∣∣−0, 0587702 ·

√
(5− 2) · 20296

2, 3956

∣∣∣ = 6, 05353 > 3, 182 = tn−2,α,

od kade (x, y) ∈ C, pa hipotezata H0 se otfrla, odnosno se otfrla hipotezata
deka nacionalniot prohod po �itel ne vlijae na procentot na pismenost.

Zabelexka. Interpretacijata na parametrite kaj modelot na prosta line-
arna regresija Y = ax+ b+ ε e sledna: Parametarot a e stapkata na promena
na zavisnata promenliva Y , pri edinica promena na nezavisnata promenliva
x. Parametarot b e fiksniot del od Y koj ne zavisi od x. Vrednosta ax+ b e
oqekuvanata vrednost na Y za dadena vrednost na x.
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Zadaqi za samostojna rabota
Zadaqa 6.2. Na 10 studenti izmereni im se slednite vrednosti za masata (vo
kg) i visinata (vo cm):

masa (vo kg) 90 65 76 49 85 58 64 73 83 93
visina (vo cm) 194 164 162 155 174 164 170 184 185 183

Za dadenite podatoci va�i
∑
xi = 736,

∑
x2
i = 56054,

∑
yi = 1735,

∑
y2
i =

302443,
∑
xiyi = 129015.

a) Vrz osnova na dadenite podatoci najdi gi ocenkite na parametrite na
modelot na prostata linearna regresija koj ja opixuva zavisnosta na masata
od visinata.

b) Najdi ja oqekuvanata masa na lice koe ima visina od 160 cm.
v) Najdi 95% interval na doverba za oqekuvanata masa na lice koe ima

visina od 160 cm.
g) So 5% nivo na znaqajnost testiraj ja hipotezata deka oqekuvanata masa

na lice koe ima visina od 160 cm e 70 kg, protiv alternativnata deka pomala
od 70 kg.

Zadaqa 6.3. Se pretposatuva deka meǵu procentot na neotplateni krediti i
visinata na kamtnata stapka postoi linearna stohastiqka vrska. Od eviden-
cijata na kreditnoto oddelenie izvadeni se slednite podatoci:

visina na kam.
stapka (vo %) 3,50 3,60 8,75 9,50 10,00 11,50 12,00 18,00 20,00
neotplateni

krediti (vo %) 4,0 3,5 6,2 6,8 6,7 7,4 7,9 9,2 10,2

Za dadenite podatoci va�i
∑
xi = 96, 85,

∑
x2
i = 1292, 27,

∑
yi = 61, 9,

∑
y2
i =

463, 67,
∑
xiyi = 769, 95.

a) Vrz osnova na dadenite podatoci najdi gi ocenkite na parametrite
na modelot na prostata linearna regresija koj ja opixuva zavisnosta na
procentot neotplateni krediti od visinata na kamatnata stapka.

b) Predvidi go procentot na neotplateni krediti pri visina na kamatna
stapka od 7%.

v) Najdi 95% interval na doverba za fiksniot del od neotplatenite kred-
iti koj ne zavisi od visinata na kamatnata stapka.

g) So 5% nivo na znaqajnost testiraj ja hipotezata deka fiksniot del od
neotplatenite krediti koj ne zavisi od visinata na kamatnata stapka e 2%.
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