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Kombinatorika

1.1 Varijacii
Neka A e koneqno mno�estvo od n elemneti t.e. |A| = n. So Ak go oznaquvame
mno�estvoto od site podredeni k-torki od elementi od A t.e.

Ak = {(a1, a2, ..., ak)|ai ∈ A, i = 1, 2, ..., k}.
• Elementite na mno�estvoto Ak se narekuvaat varijacii so povtoru-
vaǌe od n elementi klasa k. Vkupniot broj na varijacii so povtoru-
vaǌe od n elementi klasa k se oznaquva so V

k

n i se presmetuva spored
formulata

V
k

n = nk, k ≥ 1.

• Da go oznaqime so B mno�estvoto od site podredeni k-torki od razliqni
elementi od A t.e.

B = {(a1, a2, ..., ak)|ai ∈ A, i = 1, 2, ..., k, ai 6= aj, i 6= j} ⊆ Ak.

Elementite na mno�estvoto B se narekuvaat varijacii bez povtoru-
vaǌe od n elementi klasa k. Vkupniot broj na varijacii bez povtoru-
vaǌe od n elementi klasa k se oznaquva so V k

n i se presmetuva spored
formulata

V k
n =

n!

(n− k)!
= n(n− 1) · · · (n− k + 1), 1 ≤ k ≤ n.

• Koga k = n, varijaciite bez povtoruvaǌe od n elementi klasa n se
narekuvaat permutacii od n elementi, nivniot broj se oznaquva so
Pn i se presmetuva spored formulata

Pn = n!.
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• Da go oznaqime so X mno�estvoto od site podredeni n-torki od k raz-
liqni elementi a1, a2, ..., ak taka xto elementot ai se sreḱava ni pati (pri
toa n1 + n2 + ... + nk = n) t.e.

X = {(x1, x2, ..., xn)|xi ∈ {a1, a2, ..., ak}, ai se sreḱava ni pati, i = 1, 2, ..., n}
⊆ {a1, a2, ..., ak}n.

Elementite na mno�estvoto X se narekuvaat permuracii od n ele-
menti tip (n1, n2, ..., nk). Vkupniot broj na permuracii od n elementi
tip (n1, n2, ..., nk) se oznaquva so Pn(n1, n2, ..., nk) i se presmetuva spored
formulata

Pn(n1, n2, ..., nk) =
n!

n1!n2! · · ·nk!
, n1 + n2 + ... + nk = n, 1 ≤ k ≤ n.

1.1. Kolku qetiricifreni broevi mo�e da se formiraat kaj koi
a) site cifri se razliqni,
b) vo dekadniot zapis nema nula?

Rexenie. a) Prvata cifra na qetiricifreniot broj ne smee da e nula, pa
taa mo�e da se izbere na 9 naqini. Ostanatite tri cifri treba da se site
razliqni meǵu sebe i razliqni od prvata cifra, pa tie se izbiraat od 9
cifri, i brojot na site mo�ni tricifreni zavrxetoci na qetiricifreniot
broj e V 3

9 = 504. Znaejḱi deka prvata cifra se izbira na 9 naqini, zakluqu-
vame deka mo�e da se formiraat 9 · V 3

9 = 4536 qetiricifreni broevi kaj koi
site cifri se razliqni.

b) Bidejḱi vo dekadniot zapis na qetiricifreniot broj nema nula, znaqi
deka negovite cifri se izbiraat od 9 cifri, pa mo�e da se formiraat V

4

9 =
6561 takvi broevi.

1.2. Na kolku naqini od kutija so 7 beli i 3 crni topqiǌa mo�e da se
izvleqat 2 beli i 1 crno topqe, ako topqiǌata se izvlekuvaat edno po edno

a) bez vraḱaǌe,
b) so vraḱaǌe?

Rexenie. a) Brojot na rasporedi pri izvlekuvaǌeto na dvete beli i ednoto
crno topqe e P3(2, 1) = 3 t.e. toa se rasporedite (b,b,c), (b,c,b) i (c,b,b). Od 7
topqiǌa so vleqeǌe edno po edno topqe bez vraḱaǌe, 2 topqiǌa se izvlekuvaat
na V 2

7 = 42 naqini. Dodeka od 3 topqiǌa so vleqeǌe edno po edno topqe bez
vraḱaǌe, 1 topqe se izvlekuva na V 1

3 = 3 naqini. Znaqi, baraniot broj naqini
e P3(2, 1) · V 2

7 · V 1
3 = 378.

b) Se zema samo vo predvid deka izvlekuvaǌeto e so vraḱaǌe, pa baraniot
broj naqini sega e P3(2, 1) · V 2

7 · V
1

3 = 441.
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1.3. Na kolku naqini mo�e da se rasporedat na polica 3 primeroka od uqeb-
nikot po algebra, 2 primeroka od uqebnikot po geometrija i 1 primerok od
uqebnikot po matematiqka analiza taka xto uqebnikot po matematiqka anal-
iza da ne e posleden?

Rexenie. Vkupniot broj naqini na rasporeduvaǌe na site uqebnici e P6(3, 2, 1) =
60. Ako uqebnikot po matematiqka analiza e posleden, togax brojot na ras-
poredi na ostanatite uqebnici e P5(3, 2) = 10. Pa, baraniot broj naqini e
P6(3, 2, 1)− P5(3, 2) = 50.

1.4. Na kolku naqini mo�e da se naredat vo redica 4 crveni i 3 zeleni
topqiǌa taka xto razliqno oboenite topqiǌa naizmeniqno se smesteni?

Rexenie. Jasno e deka redosledot na topqiǌata e (c,z,c,z,c,z,c). Crvenite
topqiǌa mo�e da se rasporedat na P4 = 24 naqini, dodeka zelenite topqiǌa
na P3 = 6 naqini. Pa, taka baraniot broj naqini e P4 · P3 = 144.

1.5. Okolu kru�na masa se naredeni n stolqiǌa. Na kolku naqini mo�at n
luǵe da sednat na n stolqiǌa okolu kru�nata masa?

Rexenie. Vsuxnost tuka se bara brojot na cikliqni permutacii od n
elementi. Znaejḱi deka n luǵe mo�e da se rasporedat na n! naqini na n
stolqiǌa vo redica i vooquvajḱi deka sekoi n cikliqni rasporedi vo redica
odgovaraat na eden ist kru�en raspored, dobivame deka baraniot broj na
naqini e n!/n = (n− 1)!.

1.6. Na kolku naqini mo�e da sednat 3 devojqiǌa i 2 momqiǌa
a) vo redica so 5 stolqiǌa,
b) vo redica so 7 stolqiǌa,
v) okolu kru�na masa so 5 stolqiǌa,
g) okolu kru�na masa so 7 stolqiǌa ?

Rexenie. a) Vkupno 5 osobi treba da sednat vo redica so 5 stolqiǌa, pa
baraniot broj naqini e P5 = 120.

b) Vo ovoj sluqaj ḱe ima 2 prazni stolqiǌa, pa paraniot broj naqini e
P7(2, 1, 1, 1, 1, 1) = 2520.

v) Baraniot broj naqini e brojot na cikliqni permutacii so 5 elementi
t.e. (5− 1)! = 24 naqini.

g) Vo kombinacija razmisluvaǌata od pod b) i v) t.e. baraniot broj na-
qini vo ovoj sluqaj e (7−1)!

2!1!1!1!1!1!
= 360.

Opxto, k razliqni elementi a1, a2, ..., ak taka xto elementot ai se sreḱava
ni pati (pri toa n1 + n2 + ... + nk = n), mo�e da se naredat vo kru�en raspored
na (n−1)!

n1!n2!···nk!
naqini. Ovie rasporedi se narekuvaat cikliqni permutacii

od n elemeti tip (n1, n2, ..., nk).
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1.2 Kombinacii
Neka A e koneqno mno�estvo od n elemneti t.e. |A| = n.

• Sekoe k-elementno podmno�estvo od elementi od mno�estvoto A se nare-
kuva kombinacija bez povtoruvaǌe od n elementi klasa k. Vkupniot
broj na kombinacii bez povtoruvaǌe od n elementi klasa k se oznaquva
so Ck

n i se presmetuva spored formulata

Ck
n =

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
, 0 ≤ k ≤ n.

• Sekoe k-elementno multipodmno�estvo od elementi od mno�estvoto A se
narekuva kombinacija so povtoruvaǌe od n elementi klasa k. Vkup-
niot broj na kombinacii so povtoruvaǌe od n elementi klasa k se oz-
naquva so C

k

n i se presmetuva spored formulata

C
k

n = Ck
n+k−1.

1.7. Od 7 uqenici i 6 uqeniqki treba da se izberat 8 pretstavnici od koi
5 uqenici. Na kolku naqini mo�e da se izvrxi izborot?

Rexenie. Od 7 uqenici se izbiraat 5 na C5
7 = 21 naqin, dodeka od 6 uqeniqki

se izbiraat 3 na C3
6 = 20 naqini. Taka, baraniot broj naqini e C5

7 · C3
6 = 420.

1.8. Od eden xpil so 52 karti treba da se izberat 3. Na kolku naqini mo�e
da se izvrxi izborot taka da

a) site tri karti se so ista vrednost,
b) site tri karti se so ist znak,
v) dve karti se so ista vrednost, a tretata e 1-ca?

Rexenie. a) Vo eden xpil karti ima 13 razliqni vrednosti od koi edna se
odbira na C1

13 = 13 naqini. Od sekoja vrednost ima po 4 karti so razliqen
znak od koi treba da se odberat 3, pa brojot na naqini za toj izbor e C3

4 = 3.
Togax baraniot broj naqini e C1

13 · C3
4 = 52.

b) Tri karti so ist znak mo�e da se odberat na C1
4 · C3

13 = 1144 naqini.
v) Mo�no e site tri karti da se 1-ci, a takvi izbori ima C3

4 = 4. Ako edna
karta e 1-ca, a drugite dve imaat razliqna vrednost, togax 1-cata mo�e da
se odbere na C1

4 = 4 naqini, dodeka vrednosta za drugite dve karti mo�e da se
odbere na C1

12 = 12 naqini i dvete karti so ista vrednost mo�e da se odberat
na C2

4 = 6 naqini. Znaqi, baraniot broj naqini e C3
4 + C1

4 · C1
12 · C2

4 = 292.
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1.9. Na kolku naqini od 3n posledovatelni celi broevi mo�e da se izberat
tri broja taka xto nivniot zbir da e deliv so 3?

Rexenie. Za da zbirot na trite izbrani broja e deliv so 3 treba da nastapi
nekoj od dvata sluqai: site tri broja da davaat ednakov ostatok pri deleǌe
so 3 (t.e. ili 0, 0, 0 ili 1, 1, 1 ili 2, 2, 2) ili site tri broja da davaat
razliqni ostatoci pri deleǌe so 3 (t.e. 0, 1, 2). Da zabele�ime deka vo 3n
posledovatelni celi broevi ima n broevi koi se delivi so 3, n broevi koi
davaat ostatok 1 i n broevi koi davaat ostatok 2.

Tri broja site delivi so 3 mo�e da se izberat na C3
n naqini. Istoto se

sluquva i ako site tri broja davaat ostatok 1 i ako site tri broja davaat
ostatok 2. Tri broja koi davaat razliqni ostatoci mo�e da se izberat na
(C1

n)3 naqini. Pa, baraniot broj na ini e 3C3
n + (C1

n)3 = n(3n2 − 3n + 2)/2.

1.10. Najdi go brojot na n-torki vo sistem so osnova 3 koi se so
a) nula na prvo mesto,
b) m + 2 nuli od koi dve na kraevite,
v) m edinici.

Rexenie. a) Ako na prvoto mesto e nula, ostanatite n− 1 mesta mo�e da se
popolnat so bilo koja od cifrite 0, 1 ili 2, zatoa brojot na takvi n-torki
e V

n−1

3 = 3n−1.
b) Bidejḱi na kraevite ima nuli, ostanuvaat m nuli koi se rasporeduvaat

na n−2 mesta na Cm
n−2 naqini. Ostanatite n = m−2 mesta mo�e da se popolnat

so cifrite 1 ili 2 na V
n−m−2

2 naqini. Pod uslov m ≤ n− 2, baraniot broj na
n-torki e Cm

n−2 · V
n−m−2

2 =
(

n−2
m

) · 2n−m−2.
v) Na n mesta, m edinici se rasporeduvaat na Cm

n naqini. Ostanatite
n − m mesta mo�e da se popolnat so cifrite 0 ili 2 na V

n−m

2 naqini. Pod
uslov m ≤ n, baraniot broj na n-torki e Cm

n · V n−m

2 =
(

n
m

) · 2n−m.

1.11. Na kolku naqini mo�e da se podelat 10 knigi na 5 kupqiǌa od po 2
knigi vo sekoe kupqe (pri toa ne e va�en redosledot na kupqiǌata)?

Rexenie. Prvoto kupqe mo�e da se izbere na C2
10 naqini, vtoroto na C2

8

naqini, tretoto na C2
6 naqini, qetvrtoto na C2

4 naqini i pettoto na C2
2 naqini.

Znaqi, kupqiǌata mo�e da se odberat na C2
10 ·C2

8 ·C2
6 ·C2

4 ·C2
2 naqini, kade xto

eden izbor na 5-te kupqiǌa se sreḱava vo P5 rasporedi. Bidejḱi ne e va�en
redosledot na kupqiǌata, baraniot broj naqini e C2

10·C2
8 ·C2

6 ·C2
4 ·C2

2

P5
= 10!

5!(2!)5
.
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1.3 Zadaqi za samostojna rabota
1.12. Eden student za 4 nedeli treba da polaga 4 ispita, od koi 2 mate-
matiqki. Na kolku naqini studentot mo�e da gi rasporedi ispitite (eden
ispit vo edna nedela) taka xto matematiqkite ispiti da ne se eden po drug?

1.13. Eden student ima 5 knigi, a drug 9. Site knigi se razliqni. Na kolku
naqini studentite mo�e da izvrxat razmena na knigite, ako razmenuvaat

a) edna za edna kniga,
b) dve za dve knigi?

1.14. Kolku razliqni desetcifreni broevi mo�e da se formiraat od cifrite
1, 2 i 3, taka xto cifrata 3 da se sreḱava vo sekoj broj toqno dva pati? Kolku
od tie broevi se delivi so 9?

1.15. Mile treba da isprati na svojot prijatel 8 razliqni fotografii.
Na kolku naqini toj mo�e da gi isprati fotografiite, ako gi ispraḱa vo 5
koverti, i pri toa ne bi bilo ubavo da isprati prazen kovert?

Odgovori
1.12 12; 1.13 a) 45, b) 360; 1.14 11520, 3150; 1.15 126000;
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Verojatnosten prostor

2.1 Sluqaen nastan
• Mno�estvoto od site logiqki mo�ni ishodi na nekoj eksperiment se
oznaquva so Ω i se narekuva prostor od elementarni nastani.

• Sekoj poedineqen ishod ω ∈ Ω se narekuva elementaren nastan.

• Sekoe podmno�estvo A ⊆ Ω se narekuva sluqaen nastan ili samo nastan.
Primeri za trivijalni nastani: Ω - siguren nastan i ∅ - nevozmo�en
nastan.

• Velime deka nastanot A ⊆ Ω se realiziral, ako se ostvaril nekoj ele-
mentaren ishod ω ∈ A.

• Relacii meǵu nastani:

? A ⊆ B - nastanot A go povlekuva natanot B (sekogax koga ḱe se
realizira nastanot A, se realizira i nastanot B)

? A = B - nastanite A i B se ekvivalentni (nastanot A go povlekuva
nastanot B i nastanot B go povlekuva nastanot A)

• Operacii so nastani:

? A ∪ B ili A + B - zbir na nastanite A i B (se realizira, koga ḱe
se realizira barem eden od nastanite A ili B)

? A∩B ili AB - proizvod na nastanite A i B (se realizira, koga ḱe
se realiziraat i dvata nastana A i B)

? A \B - razlika na nastanite A i B (se realizira, koga ḱe se real-
izira nastanot A, no ne se realizira nasanot B)
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• Go oznaquvame so A = Ω \ A, sprotivniot nastan na nastanot A.

N.B. Svojstvata koi va�at kaj relacii i operacii so mno�estva se prenesu-
vaat na relaciite i operaciite so nastani soodvetno.

2.1. Eksperiment se sostoi vo frlaǌe na kocka. Odredi go prostorot od
elementarni nastani i opixi gi nastanite:

a) A - padnaa paren broj na toqki,
b) B - padnaa broj na toqki deliv so 3,
v) C - padnaa broj na toqki ne pomali od 3.

Rexenie. Oznaquvame so ωk - na kockata padnaa k toqki, k = 1, 2, ..., 6. Togax,
prostorot od elementarni nastani e Ω = {ω1, ω2, ..., ω6}. Za ostanatite nastani
imame, A = {ω2, ω4, ω6}, B = {ω3, ω6} i C = {ω3, ω4, ω5}.
2.2. Vo edna kutija ima qetiri livqiǌa numerirani so broevite 1, 2, 3 i 4.
Na sluqaen naqin od kutijata se izvlekuva edno po edno livqe bez vraḱaǌe
se dodeka ne se izvleqe livqe so neparen broj. Odredi go prostorot od
elementarni nastani i opixi gi nastanite:

a) A - izvleqeno e livqeto so broj 2,
b) B - zbirot od broevite od izvleqenite livqiǌa e paren broj.

Rexenie. Ako gi oznaqime elementarnite nastani so ω1 = (1), ω2 = (3),
ω3 = (2, 1), ω4 = (2, 3), ω5 = (4, 1), ω6 = (4, 3), ω7 = (2, 4, 1), ω8 = (2, 4, 3), ω9 = (4, 2, 1)
i ω10 = (4, 2, 3), togax Ω = {ω1, ω2, ..., ω10}, A = {ω3, ω4, ω7, ω8, ω9, ω10} i B = ∅.
2.3. Strelec gaǵa vo meta tri pati, pri xto se zabele�uva samo pogodok
vo celta i promaxuvaǌe na istata. Odredi go prostorot od elementarni
nastani i opixi gi nastanite:

a) A - postignati se tri pogodoci,
b) B - celta e tri pati promaxena,
v) C - postignat e barem eden pogodok,
g) D - postignato e barem edno promaxuvaǌe,
d) E - postignati se ne poveḱe od dva pogodoka,
ǵ) F - do tretoto gaǵaǌe nemalo pogodok.
Ako oznaqime so Ak - vo k-toto gaǵaǌe pogodena e celta, k = 1, 2, 3, togax

so pomox na ovie nastani odgovori na gornite baraǌa.

Rexenie. Ako oznaqime so 0 promaxuvaǌe, a so 1 pogodok, togax elementar-
nite nastani mo�e da gi zapixeme kako ω1 = (0, 0, 0), ω2 = (1, 0, 0), ω3 = (0, 1, 0),
ω4 = (0, 0, 1), ω5 = (1, 1, 0), ω6 = (1, 0, 1), ω7 = (0, 1, 1), ω8 = (1, 1, 1), i togax
Ω = {ω1, ω2, ..., ω8}, A = {ω8}, B = {ω1}, C = {ω2, ω3, ..., ω8}, D = {ω1, ω2, ..., ω7},
E = {ω1, ω2, ..., ω7}, F = {ω1, ω4}.
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Prostorot od elementarni nastani t.e. sigurniot nastan opixan so nas-
tanite Ak, k = 1, 2, 3 e

Ω = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

Za drugite nastani imame, A = A1A2A3, B = A1A2A3, C = A1 ∪ A2 ∪ A3, D =
A1 ∪ A2 ∪ A3, E = D = A1 ∪ A2 ∪ A3, F = A1A2A3 + A1A2A3 = A1A2(A3 + A3) =
A1A2Ω = A1A2.

2.4. Predavaǌeto po nekoj predmet e od 8 do 10 qasot. Eden student pristignuva
i si zaminuva vo toj vremenski interval. Odredi go prostorot od elemen-
tarni nastani (pristignuvaǌe i zaminuvaǌe na studentot) i opixi gi nas-
tanite:

a) A - studentot se zadr�al poveḱe od 1 saat na predavaǌeto,
b) B - vo 9 qasot studentot bil na predavaǌeto,
v) C - studentot ostanal na predavaǌeto poveḱe od dvojno zgolemenoto

vreme xto zadocnil.

8 10
x

8

10

y

8 9 10
x

8

9

10

y

8 9 10
x

8

9

10

y

8 8 2
3

10
x

8

10

y

a) b) v) g)

Crte� 2.1: Geometriski prikaz na Ω i nastanite A, B i C od zadaqa 2.4

Rexenie. Oznaquvame so x - vremenskiot moment na pristignuvaǌe na stu-
dentot, a so y - vremenskiot moment na zaminuvaǌe na studentot, togax pros-
torot od elementarni nastani e Ω = {(x, y)|8 ≤ x < y ≤ 10}. Za nastanite
imame A = {(x, y)|8 ≤ x < y ≤ 10, y − x > 1}, B = {(x, y)|8 ≤ x < 9 < y ≤ 10} i
C = {(x, y)|8 ≤ x < y ≤ 10, y − x > 2(x− 8)}.

Geometriski, prostorot Ω i nastanite A, B i C pretstavuvaat delovi od
ramninata (vidi Crte� 2.1 a), b), v), g) soodvetno).
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2.2 Aksiomatika na prostorot na verojatnost
Neka Ω e prostorot od elemenatarni nastani, F e σ-algebra od podm-
no�estva od Ω i P : F → R e realna funkcija za koja va�at slednite
aksiomi:

(1) nenegativnost: P (A) ≥ 0 za site A ∈ F ,
(2) normiranost: P (Ω) = 1,

(3) aditivnost: P (A + B) = P (A) + P (B) za A,B ∈ F , AB = ∅,
(4) neprekinatost: A1, A2, ... ∈ F , A1 ⊇ A2 ⊇ . . . i

⋂∞
n=1 An = ∅ =⇒

limn→∞ P (An) = 0.

Togax, podredenata trojka (Ω,F , P ) se narekuva prostor na verojat-
nost, funkcijata P se narekuva verojatnost, a aksiomite (1)-(4) se
narekuvaat aksiomi na teorijata na verojatnost.

N.B. Aksiomite (3)-(4) mo�e da se zamenat so slednata aksioma:

(3*) prebroiva aditivnost: za site A1, A2, ... ∈ F takvi xto Ai ∩Aj = ∅ za
i 6= j, va�i P

( ⋃∞
n=1 An

)
=

∑∞
n=1 P (An).

Pri toa, se poka�uva deka aksiomite (1)-(4) gi povlekuvaat aksiomite
(1)-(2), (3*), i obratno.

Svojstva:

1) P (∅) = 0

2) P (A) ≤ 1

3) P (A) = 1− P (A)

4) monotonost: Ako A ⊆ B, togax P (A) ≤ P (B)

5) Ako B ⊆ A, togax P (A \B) = P (A)− P (B)

6) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)

7) Za sekoj n i nastani A1, A2, ..., An,

P (
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

P (Ai)−
∑

i6=j

P (AiAj) +
∑

i6=j 6=k 6=i

P (AiAjAk)− ...

+(−1)n+1P (A1A2...An).

8) Lema na pokrivaǌe. P (
⋃n

i=1 Ai) ≤
∑n

i=1 P (Ai)
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2.5. Neka A i B se proizvolni nastani. Najdi gi verojatnostite P (A B) i
P (A B), ako se poznati P (A) = a, P (B) = b i P (A ∪B) = c.

Rexenie. Od ravenstvoto P (A) = P (AB) + P (AB) imame deka

P (AB) = P (A)− P (AB) = a− P (AB). (2.1)

Od P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) imame

P (AB) = P (A) + P (B)− P (A ∪B) = a + b− c. (2.2)

So zamena na (2.2) vo (2.1) se dobiva

P (AB) = a− (a + b− c) = c− b.

Za vtorata verojatnost imame

P (A B) = P (A ∪B) = 1− P (A ∪B) = 1− c.

2.6. Presmetaj ja verojatnosta deka se realiziral toqno eden od nastanite
A, B i C, ako e poznato deka P (AB) = a, P (BC) = b, P (AC) = c, P (ABC) = d i
A ∪B ∪ C = Ω.

Rexenie. Se bara verojatnosta na nastanot D = A B C + A B C + A B C.
Prvo ja naoǵame verojatnosta P (A B C). Imame,

P (A B C) = P (A ∪B ∪ C) =

= 1− P (A ∪B ∪ C) =

= 1− P (A)− P (B)− P (C) +

+P (AB) + P (AC) + P (BC)− P (ABC). (2.3)

Od P (B) = P (AB + AB) = P (AB) + P (AB), imame deka

P (AB) = P (B)− P (AB) = P (B)− a. (2.4)

Na sliqen naqin se dobiva deka

P (AC) = P (C)− c. (2.5)

Isto taka, imame deka

P (ABC) = P (BC \ ABC) = P (BC)− P (ABC) = b− d. (2.6)
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Sega, so zamena na (2.4)-(2.6) vo (2.3) dobivame

P (A B C) = 1− P (A)− P (B)− P (C) +

+P (B)− a + P (C)− c + b− b + d =

= P (A)− a− c + d.

Analogno se dobiva deka

P (A B C) = P (B)− b− a + d i P (A B C) = P (C)− c− b + d.

Koneqno,

P (D) = P (A B C) + P (A B C) + P (A B C)

= P (A)− a− c + d + P (B)− b− a + d + P (C)− c− b + d =

= P (A ∪B ∪ C) + P (AB) + P (AC) + P (BC)− P (ABC)− 2(a + b + c) + 3d =

= P (Ω) + a + c + b− d− 2(a + b + c) + 3d = 1− (a + b + c) + 2d.

2.7. Neka A, B, C se proizvolni nastani. Ako P (A) = 0, 7, P (B) = 0, 7, P (C) =
0, 6 i P (ABC) = 0, najdi gi verojatnostite P (AB) i P (A B).

Rexenie. Od P (A) = 0, 7, P (B) = 0, 7 i P (A ∪B) ≤ 1, imame deka

P (AB) = P (A) + P (B)− P (A ∪B) ≥ 0, 7 + 0, 7− 1 = 0, 4. (2.7)

Od druga strana, od P (ABC) = 0 i P (C) = 0, 6 imame deka

P (AB) = P (ABC + ABC) = P (ABC) + P (ABC) = P (ABC) ≤
≤ P (C) = 1− P (C) = 1− 0, 6 = 0, 4. (2.8)

Od (2.7) i(2.8) zakluquvame deka P (AB) = 0, 4. Za verojatnosta na nastanot
A B imame

P (A B) = P (A ∪B) = 1− P (A ∪B) =

= 1− P (A)− P (B) + P (AB) = 1− 0, 7− 0, 7 + 0, 4 = 0.

2.8. Neka A1, A2, ..., An i B se proizvolni nastani i neka A1A2...An ⊆ B. Dokahi
deka

∑n
i=1 P (Ai)− P (B) ≤ n− 1.

Rexenie. Od uslovot A1A2...An ⊆ B imame deka P (A1A2...An) ≤ P (B). Koris-
tejḱi ja Lemata na pokrivaǌe imame

P (B) ≥ P (A1A2...An) = P (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An) = 1− P (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An) ≥

≥ 1−
n∑

i=1

P (Ai) = 1−
n∑

i=1

(1− P (Ai)) = 1− n +
n∑

i=1

P (Ai),

od kade se dobiva baranoto neravenstvo.
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2.9. Neka Ω = {ω1, ω2, ...}, P ({ωn}) = c · (4
5
)n, n = 1, 2, ... Odredi ja vrednosta na

konstantata c.

Rexenie. Za verojatnosta na sigurniot nastan imame

P (Ω) =
∞∑

n=1

P ({ωn}) =
∞∑

n=1

c · (4
5
)n = c · 4

5
· (1 +

4

5
+ (

4

5
)2 + ...) =

= c · 4

5
· 1

1− 4/5
= 4c.

Aksiomata za normiranost veli deka P (Ω) = 1, znaqi 4c = 1, od kade c = 1/4.

2.3 Klasiqna definicija na verojatnost
Ednostaven primer za prostor na verojatnost (Ω,F , P ) e za Ω = {w1, ..., wN} t.e.
koneqen prostor od elemntarni nastani, F = 2Ω i verojatnost definirana
so P (wi) = 1/N , i = 1, 2, ..., N t.e. sekoj elementaren nastan e ednakvovero-
jaten. Togax, za A ⊆ Ω imame

P (A) =
|A|
N

=
|A|
|Ω| ,

ravenstvo poznato kako klasiqna definicija na verojatnost.

2.10. Kolkava e verojatnosta deka pri frlaǌe na homogena kocka ḱe se pojavat
paren broj na toqki?

Rexenie. Ako elementarnite nastani na ovoj eksperiment gi oznaqime so
wi - padnaa i toqki, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, togax prostorot elementarni nastani
e Ω = {w1, ..., w6} i pritoa sekoj elementaren nastan ima ednakvi xansi za
pojavuvaǌe zatoa xto kockata e homogena. Se bara verojatnosta na nastanot
A - padnaa paren broj na toqki, koj izrazen preku elementarnite nastani e
A = {w2, w4, w6}.

Spored klasiqnata definicija na verojatnost za verojatnosta na nastanot
A imame P (A) = |A|/|Ω| = 3/6 = 1/2 = 0, 5.

2.11. Tri moneti, ednata od 1 denar, vtorata od 2 denari i tretata od 5
denari se frlaat istovremeno i po nivnoto paǵaǌe se razgleduva pojavuvan-
jeto na ”grb”, odnosno ”para”. Da se presmetaat verojatnostite na slednite
nastani:

A - na monetata od 1 denar se pojavil ”grb”,
B - se pojavile toqno dva ”grba”,
C - se pojavile ne poveḱe od dva ”grba”.



16

Rexenie. Za ovoj eksperiment, prostorot od elementarni nastani e

Ω{(p,p,p),(p,p,g),(p,g,p),(g,p,p),(p,g,g),(g,p,g),(g,g,p),(g,g,g)},
kade na primer, elementarniot nastan (g,p,g) ozna uva deka na monetata od
1 denar se pojavil ”grb”, na monetata od 2 denari se pojavila ”para” i na
monetata od 5 denari se pojavil ”grb”. Pri toa, sekoj elementaren nastan
ima ednakvi xansi na pojavuvaǌe, zatoa xto pojavuvaǌeto na ”grb”, odnosno
”para” kaj sekoja od monetite e ednakvoveroajtno i ishodite kaj sekoja od
monetite se nezavisni od ishodite kaj ostanatite moneti.

Nastanite A i B izrazeni preku elementarnite nastani se

A = {(g,p,p), (g,p,g), (g,g,p), (g,g,g)} i B = {(p,g,g), (g,p,g), (g,g,p)},
pa spored klasiqnata definicija na verojatnost imame

P (A) = |A|/|Ω| = 4/8 = 1/2 = 0, 5 i P (B) = |B|/|Ω| = 3/8 = 0, 375.

Verojatnosta na nastanot C, ḱe ja odredime razgleduvajḱi go sprotivniot
nastan C - se pojavile poveḱe od dva grba. Imame deka C = {(g,g,g)}, pa spored
klasiqnata definicija na verojatnost P (C) = |C|/|Ω| = 1/8 = 0, 125. Sega, za
verojatnosta na nastanot C imame P (C) = 1− P (C) = 1− 0, 125 = 0, 875.

2.12. Dadeni se pet otseqki od 2, 4, 5, 7 i 9 edinici. Odredi ja verojatnosta
deka od sluqajno izbrani tri otseqki mo�e da se konstruira triagolnik.

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani e Ω = {{a, b, c}|a, b, c ∈ {2, 4, 5, 7, 9}}
t.e. se sostoi od site trielementni podmno�estva od mno�estvoto {2, 4, 5, 7, 9},
pa zatoa |Ω| = C3

5 = 10. Pri toa, sekoj izbor na trielementno podmno�estvo e
ednakvoverojaten.

Nastanot A - od izbrani tri otseqki od mno�estvoto {2, 4, 5, 7, 9} mo�e da
se konstruira triagolnik, izrazen preku elementarnite nastani e

A = {{2, 4, 5}, {4, 5, 7}, {4, 7, 9}, {5, 7, 9}},
pa spored klasiqnata definicija na verojatnost P (A) = |A|/|Ω| = 4/10 = 0, 4.

2.13. Se frlaat dve kocki za igraǌe. Najdi ja verojatnosta deka zbirot na
padnatite toqki e 5, a nivniot proizvod e 4.

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani na ovoj eksperiment e

Ω = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ {1, ..., 6}},
kade xi e brojot na padnati toqki na i-ta kocka, i = 1, 2, pa |Ω| = V

2

6 = 36.
Nastanot A - zbirot na padnatite toqki e 5, a nivniot proizvod e 4,

izrazen preku elementarnite nastani e A = {(1, 4), (4, 1)}, pa spored klasiq-
nata definicija na verojatnost P (A) = |A|/|Ω| = 2/36 = 1/18 ≈ 0, 056.
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2.14. Broevite 1, 2, ..., n na sluqaen naqin se naredeni vo eden red. Koja e
verojatnosta deka brojot 1 e neposredno pred brojot n?

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani se sostoi od site mo�ni ras-
poredi na n elementi, od kade |Ω| = Pn = n!. Za nastanot A - brojot 1 e
neposredno pred brojot n, imame deka |A| = Pn−1 = (n − 1)!, zatoa xto ras-
poredite koi odgovaraat na nastanot mo�e da gi smetame kako site mo�ni
rasporedi od n − 1 element t.e. gi rasporeduvame broevite 2, ..., n − 1 i
dvojkata (1, n). Sega, spored klasiqnata definicija na verojatnost imame
P (A) = |A|/|Ω| = (n− 1)!/n! = 1/n.

2.15. Vo edna kutija se naoǵaat 2 beli i 3 crni topqiǌa. Od kutijata na
sluqaen naqin se izvlekuvaat dve topqiǌa

a) odednax,
b) edno po edno bez vraḱaǌe,
v) edno po edno so vraḱaǌe.
Najdi ja verojatnosta deka izvleqenite topqiǌa se so razliqna boja.

Rexenie. Oznaquvame so nastan A - izvleqenite topqiǌa se so razliqna
boja.

a) Pri izvlekuvaǌe oddednax se dobivaat kombinacii, t.e. |Ω1| = C2
5 = 10

i |A| = C1
2 · C1

3 = 6, pa zatoa P (A) = |A|/|Ω1| = 6/10 = 0, 6.
b) Pri izvlekuvaǌe edno po edno topqe bez vraḱaǌe se dobivaat varijacii

bez povtoruvaǌe, t.e. |Ω2| = V 2
5 = 20 i |A| = P2(1, 1) · V 1

2 · V 1
3 = 12, pa zatoa

P (A) = |A|/|Ω2| = 12/20 = 0, 6.
v) Pri izvlekuvaǌe edno po edno topqe so vraḱaǌe se dobivaat varijacii

so povtoruvaǌe, t.e. |Ω3| = V
2

5 = 25 i |A| = P2(1, 1) · V 1

2 · V
1

3 = 12, pa zatoa
P (A) = |A|/|Ω3| = 12/25 = 0, 48.

2.16. Vo edna kutija se naoǵaat n beli i 1 crno topqe. Od kutijata na
sluqaen naqin se izvlekuvaat m (m < n) topqiǌa. Koja e verojatnosta deka
meǵu izvleqenite topqiǌa se naoǵa crnoto topqe?

Rexenie. Sekoe izvlekuvaǌe na m topqiǌa pretstavuva edna kombinacija,
pa za mno�estvoto elementarni nastani imame |Ω| = Cm

n+1. Oznaquvame so A
- meǵu izvleqenite m topqiǌa se naoǵa crnoto topqe, xto znaqi deka A se
realizira koga meǵu izvleqenite m topqiǌa ima m − 1 belo topqe od n-te
beli topqiǌa vo kutijata, pa zatoa |A| = Cm−1

n . Togax,

P (A) =
|A|
|Ω| =

Cm−1
n

Cm
n+1

=

(
n

m−1

)
(

n+1
m

) =

(
n+1
m

)− (
n
m

)
(

n+1
m

) = 1−
n!

m!(n−m)!

(n+1)!
m!(n−m+1)!

= 1− n−m+1
n+1

= m
n+1

.
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2.17. Neka xk, k = 1, 2, ..., n se sluqajno izbrani broevi od mno�estvoto
{−1, 0, 1}. Najdi ja verojatnosta na nastanite

a) A - proizvodot
∏n

k=1(1 + xk) e razliqen od nula,
b) B - zbirot

∑n
k=1(1 + xk) e razliqna od nula.

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1}},
od kade |Ω| = V

n

3 = 3n. Za nastanite A i B imame

A = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1, }
n∏

k=1

(1 + xk) 6= 0} = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {0, 1}},

B = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1,
n∑

k=1

(1 + xk) 6= 0} =

= {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1}, (x1, ..., xn) 6= (−1, ...,−1)},
od kade |A| = V

n

2 = 2n i |B| = V
n

3 − 1 = 3n − 1. Pa, baranite verojatnosti se

P (A) =
|A|
|Ω| =

2n

3n
=

(2

3

)n

i P (B) =
|B|
|Ω| =

3n − 1

3n
= 1−

(1

3

)n

.

2.18. Paradoksot na Mere. Poka�i deka e poverojatno pri edno frlaǌe na
4 kocki da se dobie barem edna edinica, otkolku pri 24 frlaǌa na 2 kocki
da se dobijat barem ednax dve edinici.

Rexenie. Prviot eksperiment se sostoi vo edno frlaǌe na 4 kocki, pa
mno�estvoto elementarni nastani na ovoj eksperiment e

Ω1 = {(x1, x2, x3, x4)|xi ∈ {1, ..., 6}, i = 1, 2, 3, 4},
od kade |Ω1| = V

4

6 = 64. Se bara verojatnosta na nastanot A - dobiena e
barem edna edinica. Sprotivniot nastan A - ne e dobiena niedna edinica,
go zapixuvame preku elemntarnite nastani, pa imame

A = {(x1, x2, x3, x4)|xi ∈ {2, ..., 6}, i = 1, 2, 3, 4},
od kade |A| = V

4

5 = 54. Koneqno, P (A) = 1− P (A) = 1− 54

64 ≈ 0, 5177.
Za vtoriot eksperiment, 24 frlaǌa na 2 kocki, mno�estvoto elementarni

nastani e

Ω2 = {((x1, y1), ..., (x24, y24))|xi, yi ∈ {1, ..., 6}, i = 1, ..., 24},
od kade |Ω2| = (V

2

6)
24 = 3624. Se bara verojatnosta na nastanot B - dobieni se

barem ednax dve edinici. Povtorno go razgleduvame sprotivniot nastan B
- ne se dobieni niednax dve edinici, za koj imame

B = {((x1, y1), ..., (x24, y24))|xi, yi ∈ {1, ..., 6}, i = 1, ..., 24 i (xi, yi) 6= (1, 1)},
od kade |B| = (V

2

6 − 1)24 = 3524. I koneqno, P (B) = 1− P (B) = 1− 3524

3624 ≈ 0, 4914.
Navistina P (A) > P (B).
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2.4 Geometriska verojatnost
Analogot na klasiqnata definicija na verojatnost vo sluqaj na neprebroiv
prostor od elemntarni nastani Ω e poznat kako geometriska verojatnost.
Najqestiot izbor na verojatnosna mera e dol�ina na interval koga Ω ⊂ R,
ploxtina na oblast koga Ω ⊂ R2, volumen na del od prostorot koga Ω ⊂ R3.
Odnosno, za A ⊆ Ω imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
,

kade m(·) e izbranata verojatnosna mera.

2.19. Na otseqkata AB = 12cm sluqajno se frla toqka M . Najdi ja verojat-
nosta deka ploxtinata na kvadratot so strana AM e meǵu 36cm2 i 81cm2.

Rexenie. Oznaquvame so x = AM , togax prostorot od elementarni nastani
e Ω = {x|0 ≤ x ≤ 12}. Se bara verojatnosta na nastanot

A = {x|0 ≤ x ≤ 12, 36 ≤ x2 ≤ 81} = {x|6 ≤ x ≤ 9}.
Za verojatnosna mera ja koristime dol�inata na interval, pa imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

9− 6

12− 0
=

3

12
=

1

4
= 0, 25.

2.20. Na otseqkata AB = l sluqajno se frlaat dve toqki M i N . Najdi ja
verojatnosta deka toqkata M e poblisku do A, otkolku toqkata N .

Rexenie. Oznaquvame so x = AM i y = AN , togax prostorot od elementarni
nastani e Ω = {(x, y)|0 ≤ x, y ≤ l}. Se bara verojatnosta na nastanot A =
{(x, y)|0 ≤ x < y ≤ l} (Crte� 2.2 a)). Za verojatnosna mera ja koristime
ploxtinata na oblasta, pa imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

l2

2

l2
=

1

2
= 0, 5.

2.21. Dve lica se dogovorile da se sretnat na odredeno mesto meǵu 6 i 7
qasot. Sekoj od niv doaǵa na dogovorenoto mesto, qeka 15 minuti i ako ne se
sretne so drugiot si zaminuva. Najdi ja verojatnosta deka tie se sretnale.

Rexenie. Oznaquvame so x - vremenskiot moment na pristignuvaǌe na pr-
voto lice, a so y - vremenskiot moment na pristignuvaǌe na vtoroto lice.
Togax, mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {(x, y)|6 ≤ x, y ≤ 7}, do-
deka nastanot B - licata se sretnale e B = {(x, y)|6 ≤ x, y ≤ 7, |x − y| ≤ 1/4}
(Crte� 2.2 b)). Verojatnosnite meri na Ω i B se m(Ω) = (7 − 6)2 = 1 i
m(A) = 1 − 2 · 1

2
· 0, 75 · 0, 75 = 0, 4375. Pa, spored defnicijata na geometriska

verojatnost baranata verojatnost e P (B) = m(B)
m(Ω)

= 0, 4375.
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l
x

l

y

66 1
4 6 3

4
7

x

6
6 1

4

6 3
4

7

y

a) b)

Crte� 2.2: Geometriski prikaz na nastanite A i B od zadaqa 2.20 i
zadaqa 2.21

2.22. Koeficientite a i b od ravenkata x2 + 2ax + b = 0 se sluqajno izbrani
broevi od intervalot [0, 1]. Najdi ja verojatnosta deka ravenkata ima realni
koreni.

b=a2

1
a

1

b

Crte� 2.3: Geometriski prikaz na nastanot A od zadaqa 2.22

Rexenie. Prostorot elementarni nastani e Ω = {(a, b)|0 ≤ a, b ≤ 1}. Za da
ravenkata x2 + 2ax + b = 0 ima realni koreni treba nejzinata diskriminanta
da e nenegativna t.e. D = 4a2 − 4b ≥ 0, pa zatoa nastanot A - ravenkata ima
realni koreni e

A = {(a, b)|0 ≤ a, b ≤ 1, 4a2 − 4b ≥ 0} = {(a, b)|0 ≤ a, b ≤ 1, b ≤ a2}
(vidi Crte� 2.3). Za verojatnosnite meri na Ω i A imame m(Ω) = (1− 0)2 = 1

i m(A) =
∫ 1

0
a2 da = a3

3
|10= 1

3
. Spored definicijata na geometriska verojatnost

imame P (A) = m(A)
m(Ω)

= 1
3
.
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2.23. Vo kvadrat so temiǌa (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0) sluqajno se frla toqka M ,
koja po paǵaǌeto dobiva koordinati (ξ, η). Neka se dadeni 0 ≤ x, y, z ≤ 1, najdi
gi verojatnostite

a) P{ξ ≤ x, η ≤ y}, b) P{ξ · η ≤ z},
v) P{min{ξ, η} ≤ z}, g) P{1

2
(ξ + η) ≤ z}.

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = {(ξ, η)|0 ≤ ξ, η ≤ 1}, negov-
ata verojatnosna mera iznesuva m(Ω) = 1. Da gi najdeme prvo verojatnostite
na nastanite A = {(ξ, η)|0 ≤ ξ, η ≤ 1, ξ ≤ x, η ≤ y}, B = {(ξ, η)|0 ≤ ξ, η ≤
1, ξ · η ≤ z} i C = {(ξ, η)|0 ≤ ξ, η ≤ 1, min{ξ, η} ≤ z} (vidi Crte� 2.4, a), b), v)
soodvetno). Pa, verojatnosnite meri na sekoj od ovie nastani se

m(A) = xy,

m(B) =

{
z · 1 +

∫ 1

z
z
ξ

dξ , 0 < z ≤ 1

0 , z = 0
=

{
z(1− ln z) , 0 < z ≤ 1
0 , z = 0

,

m(C) = 1− (1− z)2 = 2z − z2.

Spored geometriskata definicija na verojatnost imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
= xy,

P (B) =
m(B)

m(Ω)
=

{
z(1− ln z) , 0 < z ≤ 1
0 , z = 0.

,

P (C) =
m(C)

m(Ω)
= 2z − z2.

x 1
Ξ

y

1

Η

z 1
Ξ

1

Η

z 1
Ξ

z

1

Η

a) b) v)

Crte� 2.4: Geometriski prikaz na nastanite A, B, C od zadaqa 2.23
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Da go razgledame sega nastanot D = {(ξ, η)|0 ≤ ξ, η ≤ 1, 1
2
(ξ + η) ≤ z},

prika�an na Crte� 2.5 a) za 0 ≤ z ≤ 1
2
i na Crte� 2.5 b) za 1

2
< z ≤ 1.

Verojatnosnata mera na nastanot D e

m(D) =

{
1
2
· (2z)2 , 0 ≤ z ≤ 1

2

1− 1
2
· (2− 2z)2 , 1

2
< z ≤ 1

=

{
2z2 , 0 ≤ z ≤ 1

2

−2z2 + 4z − 1 , 1
2

< z ≤ 1
.

Spored geometriskata definicija na verojatnost imame

P (D) =
m(D)

m(Ω)
=

{
2z2 , 0 ≤ z ≤ 1

2

−2z2 + 4z − 1 , 1
2

< z ≤ 1
.

2z 1
Ξ

2z

1

Η

1 2z
Ξ

1

2z

Η

a) b)

Crte� 2.5: Geometriski prikaz na nastanot D od zadaqa 2.23

2.24. Vo krug so radius R sluqajno e frlena edna toqka. Najdi ja vero-
jatnosta deka taa toqka padnala vo ramnostraniot triagolnik vpixan vo
krugot.

Rexenie. Prostorot elementarni nastani Ω se sostoi od site toqki vo
krugot K so radius R, pa zatoa m(Ω) = P(K) = R2π, kade so P(F ) se oznaquva
ploxtinata na ramninskata figura F . Oznaquvame so A - toqkata padnala
vo ramnostraniot triagolnik T vpixan vo krugot K, togax nastanot A se
sostoi od site toqki vo triagolnikot T i zatoa m(A) = P(T ) = 3R2

√
3

4
. Zatoa,

baranata verojatnost e

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

3R2
√

3

4R2π
=

3
√

3

4π
≈ 0, 4135.

2.25. Na kru�nica so radius R sluqajno se frlaat tri toqki A, B i C.
Najdi ja verojatnosta deka triagolnikot ABC e ostroagolen.
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Rexenie. Da gi oznaqime centralnite agli xto gi obrazuvaat toqkite A,
B, C soodvetno so x, y, z (Crte� 2.6 a)). Togax, prostorot od elementarni
nastani Ω = {(x, y, z)|0 ≤ x, y, z ≤ 2π, x+y+z = 2π} pretstavuva del od ramnina
(Crte� 2.6 b)). Definirame nastan A - triagolnikot ABC e ostroagolen.
Nastanot A se realizira koga site centralni agli x, y, z se pomali od π t.e.
A = {(x, y, z)|0 ≤ x, y, z ≤ π, x + y + z = 2π}, xto pretstavuva pvtorno del od
ramnina (Crte� 2.6 v)).

Sega, za verojatnosnite meri na Ω i A imame

m(Ω) =
(2π

√
2)2
√

3

4
= 2π2

√
3, m(A) =

(π
√

2)2
√

3

4
=

π2
√

3

2
.

I koneqno, baranata verojatnost e P (A) = m(A)
m(Ω)

= 1
4

= 0, 25.

z x
y

A

B

C 2Π

2Π

2Π

y

x

z

2Π

2Π

2Π

y

x

z

Π

Π

Π

a) b) v)

Crte� 2.6: Geometriski prikazi za zadaqata 2.25

2.26. Na parket sostaven od pravilni triagolnici so strana a, sluqajno se
frla moneta so radius r. Najdi ja verojatnosta deka monetata ne ja seqe
granicata na nieden od triagolnicite.

Rexenie. Go oznaquvame so S centarot na monetata, pa mno�estvoto od el-
ementarni nastani se sostoi od site toqki od ramnostraniot triagolnik T1

so strana a, dodeka nastanot A - monetata ne ja seqe granicata na nieden
od triagolnicite od koi e sostaven parketot, se realizira koga centarot na
monetata ḱe padne vo ramnostraniot triagolnik T2 koj se naoǵa vo triagol-
nikot T1, na rastojanie r od negovite strani (Crte� 2.7). Znaqi, nastanot
se sostoi od site toqki od triagolnikot T2 so strana a− 2r

√
3. Bidejḱi,

m(Ω) = P(T1) =
a2
√

3

4
, m(A) = P(T2) =

(a− 2r
√

3)2
√

3

4
,
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dobivame deka baranata verojatnost e

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

(a− 2r
√

3)2

a2
.

a

aa

r

rr

Crte� 2.7: Geometriski prikaz za zadaqata 2.26

2.27. Koja e verojatnosta deka sluqajno izbran realen broj od intervalot
[0, 1] e racionalen?

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani e Ω = {x ∈ R|0 ≤ x ≤ 1}, pa
m(Ω) = 1. Se bara verojatnosta na nastanot A = {x ∈ Q|0 ≤ x ≤ 1}, od
kade m(A) = 0, zatoa xto A e prebroivo mno�estvo. I koneqno, verojatnosta
da pri sluqajno biraǌe na realni broevi od intervalot [0, 1] da se izbere
racionalen broj e P (A) = m(A)

m(Ω)
= 0.

2.5 Zadaqi za samostojna rabota
2.28. Od edna kutija so 2n beli i 2m crni topqiǌa na sluqaen naqin igra-
qite A i B (po toj redosled) izvlekuvaat po edno topqe

a) so vraḱaǌe,
b) bez vraḱaǌe.
Neka Ai-igra ot A vo i-toto izvlekuvaǌe izvlekol belo topqe, i = 2k − 1,

odnosno Bj-igraqot B vo j-toto izvlekuvaǌe izvlekol belo topqe, j = 2k,
togax so pomox na ovie nastani odredi go prostorot od elementarni nastani
i opixi gi nastanite:

C - igraqot A prv izvlekol belo topqe,
D - izvleqeno e barem edno belo topqe;
E - vo 2n izvlekuvaǌa ednoto belo topqe e izvleqeno posledno.

2.29. Doka�i deka za proizvolni nastani A i B va�i

P (A B ∪ A B) + P (A B ∪ A B) = 1.
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2.30. Neka A, B i C se proizvolni nastani i neka istovremenata realizacija
na nastanite A i B, ja povlekuva realizacijata na nastanot C. Doka�i deka

P (A) + P (B)− P (C) ≤ 1.

2.31. Neka A, B i C se proizvolni nastani. Doka�i deka

P (A) · P (B \ A) · P (C \ (A ∪B)) ≤ 1

27
.

2.32. Sluqajno se izbira eden dvocifren broj. Najdi ja verojatnosta deka
dvocifreniot broj

a) e deliv so barem eden od broevite 2 i 5,
b) ima razliqni cifri,
v) ima cifra na desetki za 1 pogolema od cifra na edinici,
g) ima neparni cifri.

2.33. Najdi ja verojatnosta sluqajno izbran 4-cifren broj formiran od
cifrite 0, 1, 3, 5, 7, 8, da ne e deliv so 18 i site cifri da mu se razliqni.

2.34. Vo edno pretptijatie se vraboteni 100 luǵe. Od niv 40 znaat ruski,
30 znaat angliski, a 15 gi znaat i dvata jazika. Ako sluqajno se izbira edno
lice, koja e verojatnosta deka izbranoto lice

a) znae samo ruski,
b) znae barem eden jazik,
v) neznae nieden jazik?

Ako sluqajno se izbiraaat dve lica, koja e verojatnosta deka
g) dvajcata znaat angliski,
d) eden znae angliski i ruski, a drugiot neznae nieden jazik,
ǵ) najmalku eden od niv gi znae i dvata jazika?

2.35. Vo 30 papki se smesteni 10 rakopisi taka xto eden rakopis zafaḱa
3 papki. Da se najde verojatnosta deka vo sluqajno izbrani 6 papki nieden
rakopis ne se naoǵa vo celina.

2.36. Eden hor se sostoi od 10 horisti. Sekoj den za vreme na eden tridne-
ven koncert na sluqaen naqin na scenata izleguvaat po 6 horisti. Koja e
verojatnosta sekoj den da ima razliqen sostav na scenata?

2.37. Na otseqkata AB = l sluqajno se frlaat dve toqki M i N . Najdi ja
verojatnosta deka toqkata M e poblisku do N , otkolku A do N .

2.38. Na sluqaen naqin se biraat dva pozitivni realni broja x i y koi
ne nadminuvaat 2. Najdi jae verojatnosta na nastanot A - proizvodot xy ne
nadminuva 1, a koliqnikot y

x
ne e pogolem od 2.
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2.39. Neka a, b, (a > b) se dol�ini na dve strani na triagolnik. Dol�inata
na tretata strana se izbira sluqajno od intervalot (a − b, a + b). Koja e
verojatnosta dobieniot triagolnik da e ostroagolen?

2.40. Vo kvadrat so strana 1 frlena e toqka M . Najdi ja verojatnosta deka
raspojanieto od M do dijagonalata na kvadratot ne e pogolemo od a.

2.41. Ramninata e podelena so paralelni pravi koi se edna od druga na
rastojanie 2a. Na ramninata sluqajno se frla moneta so radius r < a. Najdi
ja verojatnosta deka monetata ne presekuva niedna od pravite.

Odgovori
2.31 Upatstvo: Iskoristi go neravenstvoto meǵu aritmetiqkata i geome-
triskata sredina za broevite P (A), P (B \ A), P (C \ (A ∪ B)); 2.32 0,6; 0,9;
0,1; 0,278; 2.33 0,26296; 2.34 0,25; 0,55; 0,45; 0,088; 0,136; 0,933; 2.35 0,95;
2.36 0,98576; 2.37 0,75; 2.38 0,3849; 2.39 (

√
a2 + b2 − √a2 − b2)/(2b); 2.40 1 za

a >
√

2/4; 4
√

2a− 8a2 za a ≤ √
2/4; 2.41 (a− r)/a;
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Uslovna verojatnost. Nezavisnost

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost.

3.1 Uslovna verojatnost
• Neka A,B ∈ F se proizvolni nastani taka xto P (B) > 0. Togax, uslovna
verojatnost na A pri uslov B se definira so

PB(A) =
P (AB)

P (B)
. (3.1)

Druga oznaka za uslovna verojatnost (3.1) e P (A|B).

• Od definicijata za uslovna verojatnost (3.1), za verojatnosta na pro-
izvodot AB imame P (AB) = P (B)PB(A), ravenstvo poznato kako teorema
za mno�eǌe. I za n proizvolni nastani imame deka va�i analogno
tvrdeǌe, imeno va�i:

Teorema 3.1 (Teorema za mno�eǌe). Neka A1, A2, ..., An ∈ F se proizvolni
nastani taka xto P (A1A2...An−1) > 0. Togax,

P (A1A2...An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2)...P (An|A1A2...An−1). (3.2)

3.1. Doka�i deka za proizvolni nastani A i B va�i ravenstvoto

PA(B) = 1− PA(B).

Rexenie. Od definiciata za uslovna verojatnost i ravenstvoto P (A) =
P (AB) + P (AB) imame

PA(B) =
P (AB)

P (A)
=

P (A)− P (AB)

P (A)
= 1− P (AB)

P (A)
= 1− PA(B).
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3.2. Edna kocka se frla tri pati. Najdi ja verojatnosta deka pri prvoto
frlaǌe na kockata e dobien brojot 5, ako vo trite frlaǌa na kockata e
dobien zbir 14.

Rexenie. Oznaquvame so A - pri prvoto frlaǌe na kockata dobien e brojot
5, i B - pri trite frlaǌa na kockata dobien e zbir 14. Se bara uslovnata
verojatnost PB(A). Prostorot od elementarni nastani za ovoj eksperiment
e Ω = {(x1, x2, x3)|x1, x2, x3 ∈ {1, ..., 6}}, od kade |Ω| = V

3

6 = 63 = 216 dodeka
nastanite B i AB se B = {(x1, x2, x3)|x1, x2, x3 ∈ {1, ..., 6}, x1 + x2 + x3 = 14} i
AB = {(5, x2, x3)|x1, x2, x3 ∈ {1, ..., 6}, x2 + x3 = 9}. So naoǵaǌe na site trojki od
B i AB, se dobiva deka |B| = 15 i |AB| = 4, od kade P (B) = 15

216
i P (AB) = 4

216
.

I koneqno, baranata verojatnost e

PB(A) =
P (AB)

P (B)
=

4

15
≈ 0, 2667.

3.3. Vo edna kutija se naoǵaat 8 beli i 10 crni topqiǌa. Dva pati edno po
drugo se izvlekuva po edno topqe bez vraḱaǌe. Najdi ja verojatnosta deka
dvete izvleqeni topqiǌa se beli.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - vo i-toto izvlekuvaǌe izvleqeno e belo topqe,
i = 1, 2 i so B - izvleqeni se dve beli topqiǌa. Togax, od teoremata za
mno�eǌe, baranata verojatnost e

P (B) = P (A1A2) = P (A1)PA1(A2) =
8

18
· 7

17
≈ 0, 183.

3.4. Eden student treba da odgovara na 25 praxaǌa od koi znae 20. Toj
sluqajno odbira 3 praxaǌa. Koja e verojatnosta studentot da go polo�i
ispitot, ako ispitot se smeta za polo�en koga ḱe bidat odgovoreni ne pomalku
od dve praxaǌa?

Rexenie. Oznaquvame so Ai - studentot go znae i-toto odbrano praxaǌe,
i = 1, 2, 3 i so B - studentot go polo�il ispitot. Togax, baranata verojatnost
e

P (B) = P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) =

= P (A1)PA1(A2)PA1A2(A3) + P (A1)PA1
(A2)PA1A2

(A3) +

+P (A1)PA1(A2)PA1A2
(A3) + P (A1)PA1(A2)PA1A2(A3) =

=
20

25
· 19

24
· 18

23
+

5

25
· 20

24
· 19

23
+

20

25
· 5

24
· 19

23
+

20

25
· 19

24
· 5

23
≈ 0, 909.
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3.2 Totalna verojatnost. Bajesovi formuli
• Neka A1, A2, ..., An ∈ F se proizvolni nastani taka xto Ai∩Aj = ∅ za i 6= j,

Ω =
⋃n

i=1 Ai, i P (Ai) > 0, i = 1, 2, ..., n, odnosno nastanite A1, A2, ..., An se
razbivaǌe na Ω. Togax,

? za sekoj B ∈ F , spored teoremata za totalna verojatnost imame
deka

P (B) =
n∑

i=1

P (Ai)PAi
(B). (3.3)

? za sekoj B ∈ F za koj P (B) > 0, va�at Bejesovite formuli

PB(Ak) =
P (Ak)PAk

(B)∑n
i=1 P (Ai)PAi

(B)
, k = 1, 2, ..., n. (3.4)

• Nastanite Ai, i = 1, 2, ..., n koi formiraat razbivaǌe na Ω se nareku-
vaat hipotezi, nivnite verojatnosti P (Ai), i = 1, 2, ..., n se apriorni
verojatnosti, a verojatnostite PB(Ak), k = 1, 2, ..., n se aposteriorni
verojatnosti.

3.5. Vo tri kutii so ist nadvorexen izgled se smesteni beli i crni topqiǌa
taka xto vo I kutija ima 5 beli i 5 crni topqiǌa, vo II kutija ima 4 beli i 8
crni topqiǌa i vo III kutija ima 9 beli i 3 crni topqiǌa. Xto e poverojatno,
od II kutija da se izvleqe belo topqe ili da se izvleqe belo topqe od sluqajno
izbrana kutija?

Rexenie. Oznaquvame so Ai - izbrana e i-tata kutija, i = 1, 2, 3, A - od II
kutija izvleqeno e belo topqe i B - izvleqeno e belo topqe. Za verojatnosta
na nastanot A imame,

P (A) = PA2(B) =
4

12
=

1

3
≈ 0, 3333.

Za verojatnosta na nastanot B, se koristi formulata za totalna verojatnost,
pri xto za apriornite verojatnosti imame deka P (Ai) = 1

3
, i = 1, 2, 3, pa zatoa,

P (B) = P (A1)PA1(B) + P (A2)PA2(B) + P (A3)PA3(B) =

=
1

3
· 5

10
+

1

3
· 4

12
+

1

3
· 9

12
=

19

36
≈ 0, 5278.

Znaqi, poverojatno e da se izvleqe belo topqe od proizvolno izbrana kutija,
otkolku da se izvleqe belo topqe od II kutija.
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3.6. Na studentite od eden fakultet im e dozvoleno da povtoruvaat samo edna
od I, II, III godina. Verojatnosta eden student-povtoruvaq da ja povtoruva I,
II, III godina e 0,25; 0,5; 0,25 soodvetno. Verojatnosta deka studentot koj
ja povtoruva I godina go zavrxuva studiraǌeto e 0,4, za studentot koj ja
povtoruva II godina e 0,5 i za studentot koj ja povtoruva III godina e 0,9.

a) Najdi ja verojatnosta deka sluqajno izbran student-povtoruvaq go za-
vrxuva studiraǌeto.

b) Ako e poznato deka studentot-povtoruvaq go zavrxil studiraǌeto, na-
jdi ja verojatnosta deka toj ja povtoruval III godina.

v) Ako studentot-povtoruvaq go zavrxil studiraǌeto, koja godina najve-
rojatno toj ja povtoruval?

Rexenie. Oznaquvame so Ai - studentot-povtoruvaq ja povtoruva i-tata go-
dina, i = 1, 2, 3, A - studentot-povtoruvaq go zavrxuva studiraǌeto. Od
uslovot na zadaqata poznati ni se slednite verojatnosti P (A1) = 0, 25, P (A2) =
0, 5, P (A3) = 0, 25, PA1(A) = 0, 4, PA2(A) = 0, 5 i PA3(A) = 0, 9.

a) Od formulata za totalna verojatnost imame,

P (A) =
3∑

i=1

P (Ai)PAi
(A) = 0, 25 · 0, 4 + 0, 5 · 0, 5 + 0, 25 · 0, 9 = 0, 575.

b) Od Bejesovite formuli za baranata verojatnost imame,

PA(A3) =
P (A3)PA3(A)∑3
i=1 P (Ai)PAi

(A)
=

0, 25 · 0, 9
0, 575

≈ 0, 391.

v) Od Bejesovite formuli gi dopresmetuvame PA(A1) ≈ 0, 174 i PA(A2) ≈
0, 435. Znaqi, ako studentot-povtoruvaq go zavrxil studiraǌeto, najvero-
jatno toj ja povtoruval II godina.

3.7. Vo edna fabrika 40% od vrabotenite se ma�i. Meǵu vrabotenite �eni
5% se so visoka struqna podgotovka (v.s.p.), a meǵu vrabotenite ma�i 10%
se so v.s.p.

a) Koja e verojatnosta deka sluqajno izbran vraboten ima v.s.p?
b) Sluqajno izbran vraboten ima v.s.p. Koja e verojatnosta deka e �ena?

Rexenie. Oznaquvame so A1 - vraboteniot e �ena, A2 - vraboteniot e ma�
i A - vraboteniot ima v.s.p. Togax, od uslovot na zadaqata poznati ni se
verojatnostite P (A1) = 0, 6, P (A2) = 0, 4, PA1(A) = 0, 05 i PA2(A) = 0, 1.

a) Od formulata za totalna verojatnost imame,

P (A) = P (A1)PA1(A) · P (A2)PA2(A) = 0, 6 · 0, 05 + 0, 4 · 0, 1 = 0, 07.
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b) Od Bejesovite formuli imame

PA(A1) =
P (A1)PA1(A)

P (A1)PA1(A) · P (A2)PA2(A)
=

0, 6 · 0, 05

0, 07
=

0, 03

0, 07
≈ 0, 4286.

3.8. Eden vladetel rexil da go kazni jasnovidecot koj mu predvidel netoqni
nastani. Mu dal dve kutii i 4 topqiǌa, od koi 2 beli i 2 crni. Jasnovide-
cot izbira edna kutija, a potoa od kutijata izbira edno topqe. Ako topqeto
e crno, togax toj ḱe bide kaznet, a ako topqeto e belo, toj ḱe bide pomilu-
van. Kako treba jasnovidecot da gi razmesti topqiǌata vo kutiite, za da si
obezbedi maksimalna verojatnost da bide pomiluvan?

Rexenie. Neka vo prvata kutija jasnovidecot stava m beli i n crni topq-
iǌa, togax vo vtorata kutija toj stava 2 − m beli i 2 − n crni topqiǌa.
Oznaquvame so Ai - izbrana e i-tata kutija, i = 1, 2 i A - izvleqeno e belo
topqe. Za verojatnostite na nastanite Ai, i = 1, 2 imame P (A1) = P (A2) = 1

2
,

pa verojatnosta jasnovidecot da bide pomiluvan e

P (A) = P (A1)PA1P (A) + P (A2)PA2P (A) = 1
2
· m

m+n
+ 1

2
· 2−m

(2−m)+(2−n)
= f(m,n).

Bidejḱi m, n ∈ {0, 1, 2} ispituvame poedineqno.
Za m = 0, imame deka f(m,n) = 1

4−n
i dostignuva maksimum za n = 2 koj

iznesuva f(0, 2) = 1
2
.

Za m = 1, imame deka f(m,n) = 1
2
· 1

1+n
+ 1

2
· 1

3−n
i dostignuva maksimum za

n = 0 ili n = 2 koj iznesuva f(1, 0) = f(1, 2) = 2
3
.

Za m = 2, imame deka f(m,n) = 1
2+n

i dostignuva maksimum za n = 0 koj
iznesuva f(2, 0) = 1

2
.

Znaqi, jasnovidecot treba vo ednata kutija da stavi 1 belo topqe, a vo
drugata kutija da stavi 1 belo i 2 crni topqiǌa, za da obezbedi maksimalna
verojatnost od P (A) = 2

3
da bide pomiluvan.

3.9. Vo sekoja od n-te kutii se smesteni a beli i b crni topqiǌa. Od prvata
kutija se izvlekuva edno topqe i se stava vo vtorata kutija, potoa od vtorata
kutija se izvlekuva edno topqe i se stava vo tretata kutija i.t.n. od n-
tata kutija se izvlekuva edno topqe i se stava vo prvata kutija. Najdi ja
verojatnosta da po site prefrlaǌa od prvata kutija se izvleqe belo topqe.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - za vreme na prefrlaǌata od i-tata kutija e
izvleqeno belo topqe, i = 1, 2, ..., n i A - po site prefrlaǌa od prvata kutija
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e izvleqeno belo topqe. Togax imame,

P (A1) = a
a+b

P (A2) = P (A1)PA1(A2) + P (A1)PA1
(A2) = a

a+b
· a+1

a+b+1
+ b

a+b
· a

a+b+1
= a

a+b

...
P (An) = P (An−1)PAn−1(An) + P (An−1)PAn−1

(An) = a
a+b

· a+1
a+b+1

+ b
a+b

· a
a+b+1

= a
a+b

.

I koneqno, baranata verojatnost e

P (A) = P (A1)PA1(A) + P (A1)PA1
(A) =

= P (A1)(P (An)PA1An(A) + P (An)PA1An
(A)) +

+P (A1)(P (An)PA1An
(A) + P (An)PA1 An

(A)) =

= a
a+b

· ( a
a+b

· a
a+b

+ b
a+b

· a−1
a+b

) + b
a+b

· ( a
a+b

· a+1
a+b

+ b
a+b

· a
a+b

) = a
a+b

.

3.3 Nezavisnost na nastani
• Nastanite A,B ∈ F se nezavisni ako P (AB) = P (A)P (B).

• Nastanite A1, A2, ... ∈ F velime deka se nezavisni (vo celina) ako
za sekoe koneqno mno�estvo od razliqni indeksi {i1, i2, ..., ik} ⊆ {1, 2, ...}
imame

P (Ai1Ai2 ...Aik) = P (Ai1)P (Ai2)...P (Aik).

3.10. Neka A i B se proizvolni nastani. Doka�i deka od ravenstvoto PA(B) =
PA(B) sleduva nezavisnosta na nastanite A i B.

Rexenie. Koristejḱi gi definicijata za uslovna verojatnost i ravenstvoto
P (B) = P (AB) + P (AB), dobivame

PA(B) = PA(B) ⇒ P (AB)

P (A)
=

P (AB)

P (A)
⇒ P (B)− P (AB)

1− P (A)
=

P (AB)

P (A)
⇒

⇒ P (A)P (B)− P (A)P (AB) = P (AB)− P (A)P (AB) ⇒ P (A)P (B) = P (AB),

odnosno nastanite A i B se nezavisni.

3.11. Na masa se frlaat dve kocki. Definirame nastani A - na prvata kocka
se pojavil neparen broj na toqki, B - na vtorata kocka se pojavil neparen
broj na toqki i C - zbirot na toqki na dvete kocki e neparen. Poka�i deka
nastanite A, B i C se nezavisni po parovi, no ne se nezavisni vo celina.
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Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ {1, ..., 6}},
od kade |Ω| = V

2

6 = 62 = 36. Za nastanite A, B i C imame

A = {(x1, x2)|x1 ∈ {1, 3, 5}, x2 ∈ {1, ..., 6}},
B = {(x1, x2)|x1 ∈ {1, ..., 6}, x2 ∈ {1, 3, 5}},
C = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ {1, ..., 6}, x1 + x2 e neparen},

od kade |A| = 3 ·6 = 18, |B| = 6 ·3 = 18, |C| = 2 ·3 ·3 = 18, pa nivnite verojatnosti
se

P (A) =
|A|
|Ω| =

18

36
=

1

2
, P (B) =

|B|
|Ω| =

18

36
=

1

2
, P (C) =

|C|
|Ω| =

18

36
=

1

2
.

Za nastanite AB, AC, BC i ABC imame

AB = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ {1, 3, 5}},
AC = {(x1, x2)|x1 ∈ {1, 3, 5}, x2 ∈ {2, 4, 6}},
BC = {(x1, x2)|x1 ∈ {2, 4, 6}, x2 ∈ {1, 3, 5}},

ABC = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ {1, 3, 5}, x1 + x2 e neparen} = ∅,
od kade |AB| = 3 · 3 = 9, |AC| = 3 · 3 = 9, |BC| = 3 · 3 = 9 i |ABC| = 0. Sega, mo�e
da ja poka�eme nezavisnosta po parovi

P (AB) =
|AB|
|Ω| =

9

36
=

1

4
=

1

2
· 1

2
= P (A)P (B),

P (AC) =
|AC|
|Ω| =

9

36
=

1

4
=

1

2
· 1

2
= P (A)P (C),

P (BC) =
|BC|
|Ω| =

9

36
=

1

4
=

1

2
· 1

2
= P (B)P (C).

No, nastanite A, B i C ne se nezavisni vo celina zatoa xto

P (ABC) = P (∅) = 0 6= 1

8
=

1

2
· 1

2
· 1

2
= P (A)P (B)P (C).

3.12. Dvajca strelci nezavisno eden od drug gaǵaat vo ista cel. Verojat-
nosta prviot od niv da ja pogodi celta e 0,7, a verojatnosta vtoriot od niv
da ja pogodi celta e 0,9. Odredi ja verojatnosta deka celta e pogodena barem
ednax.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - i-tiot strelec ja pogodil celta, i = 1, 2. Od
uslovot na zadaqata imame P (A1) = 0, 7 i P (A2) = 0, 9 i pri toa nastanite A1

i A2 se nezavisni. Se bara verojatnosta na nastanot B - celta e pogodena
barem ednax. Imame,

P (B) = P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2)− P (A1A2) =

= P (A1) + P (A2)− P (A1)P (A2) = 0, 7 + 0, 9− 0, 7 · 0, 9 = 0, 97.
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3.13. Vo dve kutii se smesteni beli i crni topqiǌa, taka xto vo I kutija ima
1 belo i 9 crni topqiǌa, a vo II kutija ima 5 beli i 1 crno topqe. Od sekoja
kutija se izvlekuva po edno topqe, a topqiǌata xto ostanale se prefrlaat
vo III (prazna) kutija.

a) Najdi ja verojatnosta deka od III kutija e izvleqeno belo topqe.
b) Ako od III kutija e izvleqeno belo topqe, najdi ja verojatnosta deka od

II kutija e izvleqeno belo topqe.

Rexenie. Oznaquvame so Bi - izvleqeno e belo topqe od i-tata kutija, i = 1, 2
i A - od III kutija izvleqeno e belo topqe. Pri toa, nastanite B1 i B2 se
nezavisni.

a) Za baraǌe na verojatnosta na nastanot A se koristi formulata za
totalna verojatnost, pri xto apriornite verojatnosti se

P (B1B2) = P (B1)P (B2) =
1

10
· 5

6
=

5

60
, P (B1B2) = P (B1)P (B2) =

1

10
· 1

6
=

1

60
,

P (B1B2) = P (B1)P (B2) =
9

10
· 5

6
=

45

60
, P (B1 B2) = P (B1)P (B2) =

9

10
· 1

6
=

9

60
,

dodeka aposteriornite verojatnosti se

PB1B2(A) =
4

14
, PB1B2

(A) =
5

14
, PB1B2

(A) =
5

14
, PB1 B2

(A) =
6

14
.

Pa, baranata verojatnost e

P (A) = P (B1B2)PB1B2(A) + P (B1B2)PB1B2
(A) +

+P (B1B2)PB1B2
(A) + P (B1 B2)PB1 B2

(A) =

=
5

60
· 4

14
+

1

60
· 5

14
+

55

60
· 5

14
+

9

60
· 6

14
=

304

840
≈ 0, 3619.

b) Se bara uslovnata verojatnost

PA(B2) = PA(B1B2 + B1B2) = PA(B1B2) + PA(B1B2) =

=
P (B1B2)PB1B2(A)

P (A)
+

P (B1B2)PB1B2
(A)

P (A)
=

=
1

P (A)

( 5

60
· 4

14
+

45

60
· 5

14

)
≈ 0, 8059.

3.14. Najdi ja verojatnosta deka sluqajno izbrana pozitivna dropka a
b
(a, b ∈

N) ne mo�e da se skrati.
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Rexenie. Oznaquvame so Ak - brojot a e deliv so k, Bk - brojot b e deliv
so k, Ck - dropkata a

b
mo�e da se skrati so k i D - dropkata a

b
ne mo�e da se

skrati.
Vo odnos na delivost so k ∈ N, mno�estvoto prirodni broevi N e podeleno

na k klasi (podmno�estva) so ist kardinalen broj, pa zatoa verojatnosta
sluqajno izbran priroden broj da e deliv so k e ista so verojatnosta toj
priroden broj da pripaǵa na klasata sostavena od broevi koi se delivi so k
i taa verojatnost e 1

k
. Pa zatoa, P (Ak) = P (Bk) = 1

k
.

Od nezavisnosta na nastanite Ak i Bk, za fiksen k, imame

P (Ck) = P (AkBk) = P (Ak)P (Bk) =
1

k
· 1

k
=

1

k2
.

Ako go oznaqime so q najgolemiot prost broj ne pogolem od a i b t.e.
q = max{p|p− prost i p ≤ min{a, b}}, togax za baranata verojatnost imame,

P (D) = P (C2 C3 C5 · · · Cq) = P (C2)P (C3)P (C5) · · ·P (Cq) =

= (1− 1

22
)(1− 1

32
)(1− 1

52
) · · · (1− 1

q2
) =

q∏

p=2 (p-prost)

(1− 1

p2
).

3.15. Dvajca igraqi M i N naizmeniqno frlaat kocka (taka xto prv poqnuva
igraqot M) se dodeka M ne dobie 3-ka ili N ne dobie 2-ka ili 6-ka. Najdi
ja verojatnosta deka igraqot M ḱe bide posledniot xto ja frlil kockata.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - igraqot M dobil 3-ka vo i-toto frlaǌe, i =
2k−1, k = 1, 2, ..., Bj - igraqot N dobil 2-ka ili 6-ka vo j-toto frlaǌe, j = 2k,
k = 1, 2, ..., i C - igraqot M e posledniot xto ja frlil kockata. Togax, imame
deka P (Ai) = 1

6
, P (Bj) = 2

6
= 1

3
, kade Ai, Bj se nezavisni vo celina. Za baranata

verojatnost imame

P (C) = P (A1 + A1 B2 A3 + A1 B2 A3 B4 A5 + . . . ) =

= P (A1) + P (A1 B2 A3) + P (A1 B2 A3 B4 A5) + . . .

=
1

6
+

5

6
· 2

3
· 1

6
+

(5

6
· 2

3

)2

· 1

6
+ · · · =

=
1

6
·
(
1 +

5

6
· 2

3
+

(5

6
· 2

3

)2

+ . . .
)

=

=
1

6
· 1

1− 5
6
· 2

3

=
3

8
= 0, 375.

3.16. Monty Hall dillemma. Edna nagradna igra se sostoi vo toa xto nat-
prevaruvaqot odbira edna od tri vrati, od koi ednata krie nov avtomobil,
a ostanatite dve po edna koza. Otkako toj ḱe go napravi izborot, voditelot
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otvara edna od neizbranite vrati pozadi koja so sigurnost ne e avtomobilot
i mu dava mo�nost na natprevaruvaqot da go smeni svojot prethoden izbor
t.e. da posoqi nova vrata.

a) Koga xansite na natprevaruvaqot za dobivaǌe na avtomobilot mu se
pogolemi, koga ḱe go zadr�i svojot prethoden izbor ili koga ḱe posoqi nova
vrata?

b) Natprevaruvaqot frla moneta i ako se padne ”grb”, toj posoquva nova
vrata, a ako se padne ”para”, toj go zadr�uva svojot prethoden izbor. Ako
na krajot natprevaruvaqot go dobil avtomobilot, koja e verojatnosta deka
toj posoqil nova vrata?

v) Natprevaruvaqot igra nezavisno dva pati, taka xto prviot pat ne go
menuva izborot, a vtoriot pat posoquva nova vrata. Koja e verojatnosta toj
da dobie dva avtomobila?

Rexenie. a) Oznaquvame so Hi - natprevaruvaqot za prv pat ja odbira i-
tata vrata, i = 1, 2, 3. Imame deka P (Hi) = 1

3
, i = 1, 2, 3. Bez gubeǌe na

opxtosta, neka avtomobilot se naoǵa pozadi prvata vrata. Da oznaqime so
A - natprevaruvaqot go dobiva avtomobilot bez da go promeni svojot izbor
i B - natprevaruvaqot go dobiva avtomobilot so menuvaǌe na prvobitniot
izbor. Togax,

P (A) = P (H1)PH1(A) + P (H2)PH2(A) + P (H3)PH3(A) =
1

3
· 1 +

1

3
· 0 +

1

3
· 0 =

1

3
,

P (B) = P (H1)PH1(B) + P (H2)PH2(B) + P (H3)PH3(B) =
1

3
· 0 +

1

3
· 1 +

1

3
· 1 =

2

3
.

Znaqi, ako natprevaruvaqot posoqi nova vrata, pogolemi se xansite da go
dobie avtomobilot.

b) Oznaquvame so A1 - na monetata se padnal ”grb”, A2 - na monetata se
padnala ”para”, C - natprevaruvaqot go dobiva avtomobilot. Da zabele�ime
deka P (A1) = P (A2) = 1

2
, PA1(C) = P (B) = 2

3
, PA2(C) = P (A) = 1

3
, kade A i B se

nastanite definirani pod a). Se bara uslovnata verojatnost

PC(A1) =
P (A1)PA1(C)

P (A1)PA1(C) + P (A2)PA2(C)
=

1
2
· 2

3
1
2
· 2

3
+ 1

2
· 1

3

=
2

3
.

v) Oznaquvame so D - vo dve nezavisni igri, no taka xto prviot pat ne go
menuva izborot, a vtoriot pat posoquva nova vrata, natprevaruvaqot dobiva
dva avtomobila. Togax, D = AB, kade A i B se nastanite definirani pod
a), i od nezavisnosta na igrite, za baranata verojatnost imame,

P (D) = P (AB) = P (A)P (B) =
1

3
· 2

3
=

2

9
.
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3.17. Po zavrxenite qetvrtfinalni natprevari ostanale vo igra ekipite
X, Y , Z i T . Vo tabelata dadeni se xansite za pobeda vo bilo koja sredba
na bilo koi dve od ekipite, taka na bilo koj natprevar meǵu ekipite X i Y ,
xansite se 60:40 za ekipata X, t.e. verojatnosta ekipata X da ja eliminira
ekipata Y e 0,6, a verojatnosta ekipata Y da ja eliminira ekipata X e 0,4.

X : Y X : Z X : T Y : Z Y : T Z : T
60:40 80:20 70:30 48:52 42:58 45:55

a) So koja verojatnost ekipata Z go osvojuva kupot, ako parovite za polu-
finale se uxte ne se odredeni?

b) So koja verojatnost ekipata Z go osvojuva kupot, ako e poznato deka vo
polufinaleto taa igra so ekipata T?

Rexenie. a) Oznaquvame so H1 - vo polufinaleto ekipata Z igra so ekipata
X, H2 - vo polufinaleto ekipata Z igra so ekipata Y i H3 - vo polufinaleto
ekipata Z igra so ekipata T . Bidejḱi parovite za polufinale se odreduvaat
so �drepka, imame deka P (H1) = P (H2) = P (H3) = 1

3
. Oznaquvame so M -

ekipata Z go osvojuva kupot. Togax,

P (M) =
3∑

i=1

P (Hi)PHi
(M) =

1

3
(PH1(M) + PH2(M) + PH3(M)).

Za presmetuvaǌe na uslovnite verojatnosti PHi
(M), i = 1, 2, 3, va�no e vo

finaleto so kogo ḱe prodol�i da igra ekipata Z. Oznaquvame so Q1 - vo
polufinaleto meǵu Z i X pobeduva Z, Q2 - vo polufinaleto meǵu Y i T
pobeduva Y . Togax, od nezavisnosta na Q1 i Q2, imame

PH1(M) = P (Q1)P (Q2)PQ1Q2(M) + P (Q1)P (Q2)PQ1Q2
(M) =

= 0, 2 · 0, 42 · 0, 52 + 0, 2 · 0, 58 · 0, 45 = 0, 09588.

Na sliqen naqin se dobiva deka PH2(M) = 0, 143 i PH3(M) = 0, 1476, pa baranata
verojatnost e

P (M) =
1

3
(0, 09588 + 0, 143 + 0, 1476) ≈ 0, 128827.

b) Baranata verojatnost e PH3(M) = 0, 1476.
Zabelexka. Bidejḱi od site uslovni verojatnosti PHi

(M), i = 1, 2, 3, naj-
golema e PH3(M), znaqi deka ekipata Z ima najgolemi xansi da go osvoi kupot,
ako vo polufinaleto igra so ekipata T , dodeka najgolemi xansi ekipata Z
da zaigra vo finaleto e ako vo polufinaleto igra so ekipata Y (od Y : Z =
48 : 52).
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3.4 Nezavisni ispituvaǌa
• Bernulieva xema. Neka eden eksperiment se izveduva nezavisno n pati,
velime deka se napraveni n nezavisni ispituvaǌa. Pri sekoe ispitu-
vaǌe se razgleduva eden ist nastan A qija verojatnost za realizacija
e p = P (A). Oznaquvame so Bk - nastanot A se realiziral toqno k pati
pri n-te nezavisni ispituvaǌa, k = 0, 1, ..., n. Togax, verojatnosta na
ovie nastani e

P (Bk) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n.

• Polinomialna xema. Neka pri sekoe od n-te nezavisni ispituvaǌa se
razgleduvaat nastanite Ai, i = 1, 2, ..., r koi formiraat razbivaǌe na Ω,
qii verojatnosti za realizacija se pi = P (Ai), i = 1, 2, ..., r (p1+...+pr = 1).
Oznaquvame so Bk1,...,kr - nastanot Ai se realiziral toqno ki pati pri n-te
nezavisni ispituvaǌa, 0 ≤ ki ≤ n, k1 + ... + kr = n. Togax, verojatnosta
na ovie nastani e

P (Bk1,...,kr) =
n!

k1! · · · kr!
pk1

1 · · · pkr
r , 0 ≤ ki ≤ n, k1 + ... + kr = n.

Zabele�uvame deka, Bernulievata xema e specijalen sluqaj na Polino-
mialnata xema za r = 2.

• Poasonova xema. Pri sekoe od n-te nezavisni ispituvaǌa se razgle-
duva pojavuvaǌeto na eden ist nastan A. Neka verojatnosta za realiza-
cija na nastanot A vo i-toto ispituvaǌe e pi, i = 1, 2, ..., n. Oznaquvame
so qi = 1 − pi, i = 1, 2, ..., n. Togax, za verojatnostite na nastanite Bk -
nastanot A se realiziral toqno k pati pri n-te nezavisni ispituvaǌa,
k = 0, 1, ..., n imame

P (B0) = q1q2 · · · qn,

P (B1) = p1q2 · · · qn + q1p2 · · · qn + · · ·+ q1q2 · · · pn,
...

P (Bn) = p1p2 · · · pn.

Se vooquva deka verojatnosta P (Bk) e ednakva na koeficientot pred xk

vo razvojot na polinomot

R(x) =
n∏

i=1

(pix + qi)

po stepenite na x. Jasno e deka Poasonovata xema za pi = p, i = 1, 2, ..., n
preminuva vo Bernulieva xema.
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3.18. Koja e verojatnosta deka pri 8 frlaǌa na homogena kocka, edinica se
pojavila tri pati?

Rexenie. Edno frlaǌe na homogenata kocka ḱe go smetame za edno nezavisno
ispituvaǌe. Se dobiva Bernulieva xema so n = 8, vo koja se razgleduva
realizacija na nastanot A - se pojavila edinica, qija verojatnost e p =
P (A) = 1

6
. Se bara verojatnosta na nastanot B3 - pri 8-te frlaǌa edinica se

pojavila tri pati,

P (B3) =

(
8

3

)(1

6

)3(5

6

)5

≈ 0, 1042.

3.19. Kolkava e verojatnosta deka vo tri posledovatelni frlaǌa na dve
kocki, barem ednax na dvete ḱe se dobie paren broj na toqki?

Rexenie. Edno frlaǌe na dvete kocki se smeta za edno nezavisno ispitu-
vaǌe, pa se dobiva Bernulieva xema so n = 3, vo koja se razgleduva reali-
zacija na nastanot A - na dvete kocki se pojavile paren broj na toqki, qija
verojatnost e p = P (A). Za naoǵaǌe na verojatnosta p, gi razgleduvame nas-
tanite Ai - pri edno frlaǌe na i-tata kocka se pojavil paren broj na toqki,
i = 1, 2. Od P (A1) = P (A2) = 3

6
= 1

2
i od nezavisnosta na A1 i A2 imame

p = P (A) = P (A1A2) = P (A1)P (A2) =
1

2
· 1

2
=

1

4
.

Ponatamu, se bara verojatnosta na nastanot Bk≥1 - vo tri frlaǌa na dve
kocki, barem ednax na dvete se dobiva paren broj na toqki,

P (Bk≥1) = 1− P (B0) = 1−
(

3

0

)(1

4

)0(3

4

)3

≈ 0, 578.

3.20. Verojatnosta eden strelec pri edno gaǵaǌe da ja pogodi celta e 0,3.
Kolku najmalku pati treba da gaǵa za da so verojatnost ne pomala od 0,95
bide ubeden deka ḱe ja pogodi celta barem ednax?

Rexenie. Edno gaǵaǌe na strelecot se smeta za edno nezavisno ispituvaǌe.
Se bara brojot n na nezavisni ispituvaǌa vo Bernulievata xema, vo koja
se razgleduva realizacija na nastanot A - strelecot ja pogoduva celta, qija
verojatnost spored uslovot na zadaqata e p = P (A) = 0, 3. Dadeno e deka
verojatnosta na nastanot Bk≥1, ne e pomala od 0,95 t.e.

P (Bk≥1) ≥ 0, 95 ⇔ 1− P (B0) ≥ 0, 95 ⇔ 1−
(

n

0

)
(0, 3)0(0, 7)n ≥ 0, 95 ⇔

⇔ (0, 7)n ≤ 0, 05 ⇔ n ln 0, 7 ≤ ln 0, 05 ⇔ n ≥ ln 0, 05

ln 0, 7
≈ 8, 399.

Znaqi, strelecot treba da gaǵa najmalku 9 pati za da so verojatnost ne po-
mala od 0,95 bide ubeden deka ḱe ja pogodi celta barem ednax.
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3.21. Vo krug e vpixan kvadrat. Najdi ja verojatnosta deka od 10 sluqajno
frleni toqki vo krugot, 4 ḱe padnat vo kvadratot, 3 vo eden od segmentite i
po edna toqka vo ostanatite tri segmenta.

Rexenie. Edno frlaǌe na edna toqka e edno nezavisno ispituvaǌe, znaqi
brojot na nezavisni ispituvaǌa e n = 10. Oznaquvame so A0 - toqkata padnala
vo kvadratot, Ai - toqkata padnala vo i-tiot segment, i = 1, 2, 3, 4.

Se razgleduva Polinomialna xema za n = 10, vo koja se razgleduva rea-
lizacija na nastanite A0, A1, A2, A3 i A4, za koi imame deka P (A0) = 2

π
,

P (Ai) = 1
4
(1− 2

π
) = π−2

4π
, i = 1, 2, 3, 4. Togax, verojatnosta na nastanot C - od 10

frleni toqki vo krugot, 4 padnale vo kvadratot, 3 vo eden od segmentite i
po edna toqka vo ostanatite tri segmenta e

P (C) = P (B4,3,1,1,1) + P (B4,1,3,1,1) + P (B4,1,1,3,1) + P (B4,1,1,1,3) =

= 4 · 10!

4!3!1!1!1!
·
( 2

π

)4(π − 2

4π

)3+1+1+1

≈ 0, 0093.

3.22. Qovek od opredelena grupa na luǵe, so verojatnost 0,2 ima kafeava
kosa, so verojatnost 0,3 ima crna kosa, so verojatnost 0,4 ima rusa kosa i
so verojatnost 0,1 ima crvena kosa. Od istata grupa na proizvolen naqin se
odbrani 6 luǵe. Najdi ja verojatnosta na nastanite

A - vo odbranite luǵe ima ne pomalku od qetvorica so rusa kosa,
B - vo odbranite luǵe ima barem eden so crvena kosa,
C - vo odbranite luǵe ima ednakov broj luǵe so rusa i crna kosa.

Rexenie. Izborot na eden qovek e edno nezavisno ispituvaǌe, znaqi brojot
na nezavisni ispituvaǌa e n = 6. Oznaquvame so A1 - qovekot ima kafeava
kosa, A2 - qovekot ima crna kosa, A3 - qovekot ima rusa kosa, A4 - qovekot ima
crvena kosa. Togax, od uslovot na zadaqata imame P (A1) = 0, 2, P (A2) = 0, 3,
P (A3) = 0, 4, P (A4) = 0, 1.

Za presmetuvaǌe na verojatnosta na nastanot A, razgleduvame Bernulieva
xema za n = 6, vo koja se razgleduva realizacija na nastanot A3. Pa, baranata
verojatnost e

P (A) = P (Bk≥4) =

(
6

4

)
(0, 4)4(0, 6)2 +

(
6

5

)
(0, 4)5(0, 6)1 +

(
6

6

)
(0, 4)6(0, 6)0 = 0, 1792.

Za presmetuvaǌe na verojatnosta na nastanot B, razgleduvame Bernulieva
xema za n = 6, vo koja se razgleduva realizacija na nastanot A4. Pa, baranata
verojatnost e

P (B) = P (Bk≥1) = 1− P (B0) = 1−
(

6

0

)
(0, 1)0(0, 9)6 = 0, 468559.
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Za presmetuvaǌe na verojatnosta na nastanot C, razgleduvame Polinomi-
alna xema za n = 6, vo koja se razgleduva realizacija na nastanite A3, A2 i
A1 ∪ A4. Togax, baranata verojatnost e

P (C) = P (B0,0,6) + P (B1,1,4) + P (B2,2,2) + P (B3,3,0) =

=
6!

0!0!6!
· (0, 3)0(0, 4)0(0, 3)6 +

6!

1!1!4!
· (0, 3)1(0, 4)1(0, 3)4 +

+
6!

2!2!2!
· (0, 3)2(0, 4)2(0, 3)2 +

6!

3!3!0!
· (0, 3)3(0, 4)3(0, 3)0 = 0, 181089.

3.23. Vo edna kutija ima 2 beli i 3 crni topqiǌa. Se izveduvaat 5 izvleku-
vaǌa na po edno topqe so vraḱaǌe. Po sekoe neparno izvlekuvaǌe vo kutijata
se dodava po edno belo topqe, a po sekoe parno izvlekuvawe po edno crno
topqe. Xto e poverojatno, vo tretoto izvlekuvaǌe da se izvleqe belo topqe
ili belo topqe da bide izvleqeno tri pati?

Rexenie. Pri sekoe od 5-te izvlekuvaǌa se razgleduva realizacija na nas-
tanot A - izvleqeno e belo topqe, qija verojatnost vo prvoto izvlekuvaǌe e
p1 = 2

5
, vo vtoroto p2 = 3

6
= 1

2
, vo tretoto p3 = 3

7
, vo qetvrtoto p4 = 4

8
i vo pet-

toto p5 = 4
9
. Vsuxnost se formira Poasonova xema so n = 5 i verojatnosti pi,

i = 1, ..., 5. Se bara da se sporedat verojatnostite na nastanite B - vo tretoto
izvlekuvaǌe izvleqeno e belo topqe i C - belo topqe e izvleqeno tri pati pri
5-te izvlekuvaǌa. Od pogore iznesenoto, imame deka P (B) = p3 = 3

7
≈ 0, 42857.

Dodeka, spored Poasonovata xema, verojatnosta na nastanot C e koeficien-
tot pred x3 vo razvojot po stepenite na x na polinomot

R(x) =
5∏

i=1

(pix + qi) =
1

1260
(24x5 + 146x4 + 353x3 + 424x2 + 253x + 60),

odnosno P (C) = 353
1260

≈ 0, 28016.
Znaqi, poverojatno e vo tretoto izvlekuvaǌe da se izvleqe belo topqe

otkolku belo topqe da bide izvleqeno tri pati.

3.5 Graniqni teoremi vo Bernulievata xema
Razgleduvame Bernulieva xema so parametri n (broj na nezavisni ispitu-
vaǌa) i p (verojatnost na nastanot A pri sekoe od n-te nezavisni ispitu-
vaǌa). Koga brojot n na nezavisni ispituvaǌa e golem, ote�nato e pres-
metuvaǌeto na verojatnostite na nastanite Bk (nastanot A se realiziral
toqno k pati pri n-te nezavisni ispituvaǌa), k = 0, 1, ..., n. Vo toj sluqaj se
koristat pribli�ni formuli definirani so slednite teoremi.
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• Teorema na Poason. Ako verojatnosta pn na nastanot A vo n-toto
ispituvaǌe zavisi od n togax, koga pn → 0, npn → a i n → ∞ va�i
slednata aproksimacija za verojatnosta na nastanot Bk,

P (Bk) → ak

k!
e−a, n →∞ (k = 0, 1, 2, ...)

Ovaa aproksimacija dava dobri pribli�uvaǌa koga nastanot A e redok
nastan t.e. koga n ≥ 100 i a < 10. Vo ovoj sluqaj za aproksimacija za
verojatnosta na nastanot Bk1≤k≤k2 se koristi

P (Bk1≤k≤k2) ≈
k2∑

k=k1

ak

k!
e−a.

• Lokalna teorema na Moavr-Laplas. Koga a = np ≥ 10, togax za vero-
jatnosta na nastanot Bk se koristi slednata aproksimacija

P (Bk) ∼ 1√
npq

Φ
(k − np√

npq

)
, n →∞ (k = 0, 1, 2, ...)

kade q = 1 − p, Φ(x) = 1√
2π

e−x2/2, −∞ < x < ∞ i α(x) ∼ β(x) oznaquva deka
α(x)/β(x) → 1, koga x → x0.

• Integralna teorema na Moavr-Laplas. Koga a = np ≥ 10, togax za
verojatnosta na nastanot Bk1≤k≤k2 se koristi slednata aproksimacija

P (Bk1≤k≤k2) ≈ Φ0(
k2 − np√

npq
)− Φ0(

k1 − np√
npq

),

kade q = 1 − p i Φ0(x) = 1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du, −∞ < x < ∞ e Laplasoviot

integral. Pri praktiqna primena na ovaa aproksimacija se koristi
nejzinoto podobruvaǌe

P (Bk1≤k≤k2) ≈ Φ0(
k2 + 1

2
− np√

npq
)− Φ0(

k1 − 1
2
− np√

npq
).

• Pri presmetuvaǌeto na gore navedenite pribli�ni vrednosti mo�e da
se koristat slednite tablici (Prilog A) so vrednosti na funkciite:

? y = ak

k!
e−a, a < 10 (Tablica 1)

? y =
∑m

k=0
ak

k!
e−a, a < 10 (Tablica 2)

? Φ(x) = 1√
2π

e−x2/2, x > 0 (Tablica 3)

? Φ0(x) = 1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du, x > 0 (Tablica 4)
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3.24. Verojatnosta deka eden televizor ḱe bide proizveden so defekt izne-
suva 0,002. Kolkava e verojatnosta deka od sluqajno izbrani 500 televizori
ḱe ima

a) toqno dva televizora so defekt,
b) barem eden televizor so defekt,
v) poveḱe od eden, a pomalku od pet televizora so defekt?

Rexenie. Izborot na eden televizor e eden eksperiment koj se povtoruva
nezavisno. Pa, razgleduvame Bernulieva xema so n = 500, kade se razgle-
duva realizacija na nastanot A - televizorot e proizveden so defekt, qija
verojatnost e p = P (A) = 0, 002. Bidejḱi n = 500 ≥ 100 i a = np = 1 < 10, za
pribli�no presmetuvaǌe na baranite verojatnosti ja koristime teoremata
na Poason, pri xto pribli�nite vrednosti gi qitame od Tablica 1 (za a) i
b)), odnosno Tablica 2 (za v)).

a) P (B2) ≈ 12

2!
e−1 = 0, 183940,

b) P (Bk≥1) = 1− P (B0) ≈ 1− 10

0!
e−1 = 1− 0, 367879 = 0, 632121,

v) P (B1<k<5) = P (B2≤k≤4) ≈
∑4

k=2
1k

k!
e−1 =

∑4
k=0

1k

k!
e−1 −∑1

k=0
1k

k!
e−1 = 0, 996340−

0, 735759 = 0, 260581.

3.25. Kolku pati so verojatnost 0,0484 mo�e da se oqekuva pojavuvaǌe na
nastanot A vo serija od 100 nezavisni ispituvaǌa, ako verojatnosta za uspeh
pri sekoe ispituvaǌe e 0,5?

Rexenie. Dadena e Bernulieva xema so n = 100 i p = P (A) = 0, 5. Se bara
k, (0 ≤ k ≤ 100) za koj imame deka P (Bk) = 0, 0484. Bidejḱi a = np = 50 ≥
10, teoremata na Poason nema da dade dobro pribli�uvaǌe na verojatnosta
P (Bk), pa zatoa ja koristime lokalnata teorema na Moavr-Laplas, spored
koja

P (Bk) ≈ 1√
npq

Φ
(k − np√

npq

)
=

1√
100 · 0, 5 · 0, 5 Φ

( k − 100 · 0, 5√
100 · 0, 5 · 0, 5

)
=

1

5
Φ

(k − 50

5

)
,

kade vrednostite na funkcijata Φ(x) = 1√
2π

e−x2/2 se qitaat od Tablica 3.
Barame k takvo da

1

5
Φ

(k − 50

5

)
= 0, 0484 t.e. Φ

(k − 50

5

)
= 0, 242.

Od Tablica 3 imame deka Φ(1) = 0, 242, i bidejḱi Φ(x) e parna funkcija zak-
luquvame deka k−50

5
= 1 ili k−50

5
= −1, odnosno k = 55 ili k = 45.

3.26. Edna grupa od 200 strelci izveduva gaǵaǌe vo meta taka xto sekoj
strelec gaǵa po ednax vo metata i ja pogoduva istata so verojatnost 0,8.
Opredeli ja verojatnosta deka ḱe bidat postignati
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a) barem 120 pogodoci,
b) najmnogu 160 pogodoci,
v) poveḱe od 150, a pomalku od 190 pogodoci.

Rexenie. Edno gaǵaǌe na eden strelec e edno nezavisno ispituvaǌe. Se
razgleduva Bernulieva xema so n = 200 i p = P (A) = 0, 8, kade A - celta e
pogodena pri edno gaǵaǌe. Togax, od integralnata teorema na Moavr-Laplas
imame,

a) P (Bk≥120) = P (B120≤k≤200) ≈ Φ0(
200+ 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2
)− Φ0(

120− 1
2
−200·0,8√

200·0,8·0,2
),

kade vrednostite na funkcijata Φ0(x) = 1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du se qitaat od Tablica 4.

Od neparnosta na funkcijata Φ0(x) i toa deka Φ0(x) ≈ 0, 5 za x ≥ 5, imame
P (Bk≥120) ≈ Φ0(7, 16)− Φ0(−7, 16) = Φ0(7, 16) + Φ0(7, 16) = 0, 5 + 0, 5 = 1.

b) P (Bk≤160) = P (B0≤k≤160) ≈ Φ0(
160+ 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2
) − Φ0(

0− 1
2
−200·0,8√

200·0,8·0,2
) = Φ0(0, 09) −

Φ0(−28, 37) = Φ0(0, 09) + Φ0(28, 37) = 0, 03586 + 0, 5 = 0, 53586.

v) P (B150<k<190) = P (B151≤k≤189) ≈ Φ0(
189+ 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2
)−Φ0(

151− 1
2
−200·0,8√

200·0,8·0,2
) = Φ0(5, 21)−

Φ0(−1, 68) = Φ0(5, 21) + Φ0(1, 68) = 0, 5 + 0, 45352 = 0, 95352.

3.27. Kolku nezavisni ispituvaǌa treba da se napravat za da verojatnosta
nastanot A da se pojavi poveḱe od 5 pati iznesuva 0,8? Verojatnosta za uspeh
vo sekoe od nezavisnite ispituvaǌa e 0,05.

Rexenie. Razgleduvame Bernulieva xema so broj na nezavisni ispituvaǌa n
koj treba da se odredi za da P (Bk>5) = 0, 8, pri xto verojatnosta na nastanot A
koj se razgleduva pri sekoe od ispituvaǌata e p = P (A) = 0, 05. So koristeǌe
na intergralnata teorema na Moavr-Laplas dobivame

0, 8 = P (Bk>5) = P (B6≤k≤n) ≈ Φ0(
n + 1

2
− n · 0, 05√

n · 0, 05 · 0, 95
)− Φ0(

6− 1
2
− n · 0, 05√

n · 0, 05 · 0, 95
).

Bidejḱi,

n + 1
2
− n · 0, 05√

n · 0, 05 · 0, 95
=

0, 95
√

n√
0, 0475

+
1

2
√

0, 0475n
≥ 4, 36

√
n > 9, 75 > 5,

imame deka Φ0(
n+ 1

2
−n·0,05√

n·0,05·0,95
) ≈ 0, 5. Zatoa, 0, 8 ≈ 0, 5 − Φ0(

6− 1
2
−n·0,05√

n·0,05·0,95
), od kade

Φ0(
6− 1

2
−n·0,05√

n·0,05·0,95
) ≈ −0, 3, odnosno Φ0(− 6− 1

2
−n·0,05√

n·0,05·0,95
) ≈ 0, 3, zaradi neparnosta na fun-

kcijata Φ0(x). Od Tablica 4 naoǵame deka Φ0(0, 84) = 0, 29955 i Φ0(0, 85) =
0, 30234, i zatoa stavame

−6− 1
2
− n · 0, 05√

n · 0, 05 · 0, 95
= 0, 845,

od kade so rexavaǌe na poslednata ravenka po n dobivame deka n = 156.



45

3.28. Verojatnosta za realiziraǌe na nastanot A vo sekoe od 625-te nezav-
isni ispituvaǌa e 0,8. Najdi ja verojatnosta deka relativnata qestota za
realiziraǌe na nastanot A se otklonuva od negovata verojatnost po apso-
lutna vrednost ne poveḱe od 0,04.

Rexenie. Razgleduvame Bernulieva xema so n = 625 i p = P (A) = 0, 8. Ako
nastanot A se realiziral toqno k pati pri n ispituvaǌa, togax koliqnikot
k
n
ja pretstavuva relativnata qestota na nastanot A. Za ε > 0 imame,

|k
n
− p| ≤ ε ⇔ |k − np| ≤ nε ⇔ −nε + np ≤ k ≤ nε + np,

pa zatoa

P (B| k
n
−p|≤ε) = P (B−nε+np≤k≤nε+np) ≈ Φ0(

nε + 1
2√

npq
)− Φ0(

−nε− 1
2√

npq
) = 2Φ0(

nε + 1
2√

npq
).

Togax, za baranata verojatnost imame

P (B| k
625

−0,8|≤0,04) ≈ 2Φ0(
625 · 0, 04 + 1

2√
625 · 0, 8 · 0, 2) = 2Φ0(2, 55) = 2 · 0, 49461 = 0, 98922.

3.29. Edna moneta se frla 2N pati (N - golem broj). Najdi ja verojatnosta
deka ”grb” se padnal toqno N pati.

Rexenie. Oznaquvame so A - na monetata se padnal ”grb”. Togax imame
Bernulieva xema so n = 2N i p = P (A) = 1

2
. Se bara verojatnosta na nastanot

BN . Od lokalnata teorema na Moavr-Laplas imame

P (BN) ≈ 1√
2N · 1

2
· 1

2

Φ
( N − 2N · 1

2√
2N · 1

2
· 1

2

)
=

√
2

N
Φ(0) =

√
2

N
· 0, 3989 =

0, 5642√
N

.

3.6 Zadaqi za samostojna rabota
3.30. Telefonskiot broj na eden pretplatnik ima xest cifri. Odredi ja
verojatnosta site cifri da se razliqni.

3.31. Na eden student xansite mu se 50% da go polo�i ispitot. Istra�u-
vaǌata poka�ale deka 40% od polo�enite bile redovni na qasovi i 10% od
nepolo�enite bile redovni na qasovi. Koja e verojatnosta studentot da go
polo�i ispitot, ako bil redoven na qasovi?

3.32. Edna otseqka e podelena na tri ednakvi dela. Na sluqaen naqin na
otseqkata se frlaat 3 toqki. Najdi ja verojatnosta deka vo sekoj od trite
delovi paǵa po edna toqka.
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3.33. Trojca igraqi posledovatelno frlaat moneta. Pobednik e toj kaj koj
prv ḱe se padne ”grb”. Odredi ja verojatnosta za pobeda na sekoj od igraqite.

3.34. Neka nastanite H1, H2, ..., Hn se ednakvovozmo�ni i
∑n

i=1 Hi = Ω. Neka
PHi

(A) = i
n
, i = 1, 2, ..., n. Ako vo dve nezavisni ispituvaǌa se razgleduva

pojavuvaǌe na nastanot A, najdi gi PA1A2(Hi), i = 1, 2, ..., n, kade A1 e ”uspeh”
pri prvoto ispituvaǌe, a A2 e ”uspeh” pri vtoroto ispituvaǌe.

3.35. Eden kontrolen test se sostoi od 5 praxaǌa i na sekoe od niv ponudeni
se po 4 odgovori od koi samo eden e toqen. Najdi ja verojatnosta, ne znaejḱi
neden od odgovorite (i zaokru�uvajḱi gi na sluqaen naqin odgovorite), deka

a) odgovoreno e toqno samo na 3 praxaǌa,
b) odgovoreno e toqno na ne pomalku od 3 praxaǌa.

3.36. Vo edna kutija ima tri topqiǌa, 1 crno, 1 crveno i 1 belo. Od kutijata
se izvlekuva po edno topqe 5 pati, taka xto po sekoe izvlekuvaǌe topqeto
se vraḱa vo kutijata. Najdi ja verojatnosta deka crnoto i beloto topqe se
izvleqeni ne pomalku od po 2 pati sekoe.

3.37. Kolku najmalku kocki za igraǌe treba da se frlat odednax za da so
verojatnost pomala od 0,3 mo�e da ka�eme deka na niedna od kockite ne se
pojavile 6 toqki?

3.38. Ako se znae deka 99% od studentite na eden fakultet pixuvaat so
desna raka, a 2% se leva, najdi ja verojatnosta deka od sluqajno izbrani 200
studenti

a) toqno 196 pixuvaat samo so desna raka,
b) ne pomalku od 4 pixuvaat so leva raka.

3.39. Verojatnosta da vo edna prodavnoca za qevli sluqaen kupuvaq kupi
qevli broj 41 e 0,2. Najdi ja verojatnosta deka od 100 kupuvaqi, qevli broj
41 kupile

a) toqno 25 luǵe,
b) od 10 do 30 luǵe,
v) ne pomalku od 35 luǵe.

3.40. a) Na otseqkata AB = l, sluqajno se frlaat 5 toqki. Najdi ja vero-
jatnosta deka najmalku 4 od niv se na rastojanie ne pogolemo od a, a ∈ R od
sredinata na otseqkata.

b) Ako l = 10 i a = 0, 05, kolku toqki treba da se frlat na otseqkata AB = l
za da so verojatnost 0,95 najmalku 4 od niv se na rastojanie ne pogolemo od
od sredinata na otseqkata.
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3.41. Eden eksperiment se sostoi vo frlaǌe na moneta 4040 pati, pri xto
”grb” se padnal 2048 pati. Najdi ja verojatnosta deka pri povtoruvaǌe na
toj eksperiment relativnata qestota na pojavuvaǌe na ”grb” se otklonuva
po apsolutna vrednost od 0,5 ne poveḱe od istata pri prvoto izveduvaǌe na
eksperimentot.

Odgovori
3.30 0,1512; 3.31 0,8; 3.32 2/9; 3.33 4/7; 2/7; 1/7; 3.34 PA1A2(Hi) = 4i2

n(n+1)2
,

i = 1, 2, ..., n; 3.35 0,088; 0,104; 3.36 0,206; 3.37 7; 3.38 0,195367; 0,566528; 3.39
0,04565; 0,99132; 0,00015; 3.40 16a4(5l− 8a)/(l5), 0 ≤ a ≤ l/2; 1, a > l/2; 0, a < 0;
819; 3.41 0,63188;
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4

Sluqajni promenlivi

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost.

4.1 Sluqajna promenliva.
Funkcija na raspredelba

• Realno vrednosnata funkcija X : Ω → R se narekuva sluqajna promen-
liva, ako za sekoj x ∈ R,

{X ∈ (−∞, x)} = {X < x} = {w : X(w) < x} = X−1((−∞, x)) ∈ F , (4.1)
t.e. e sluqaen nastan.

• Za nastanot A ⊆ Ω (t.e A ∈ F), funkcijata IA : Ω → R definirana so

IA(w) =
{1, w ∈ A

0, w /∈ A
(4.2)

e sluqajna promenliva koja se narekuva indikator na nastanot A. Mno-
�estvoto vrednosti na sluqajnata promenliva IA e IA(Ω) = {0, 1} i

P{IA = 1} = P{w : IA(w) = 1} = P{w : w ∈ A} = P (A),

P{IA = 0} = P{w : IA(w) = 0} = P{w : w /∈ A} = P (A) = 1− P (A).

• Ako mno�estvoto vrednosti na edna sluqajna promenliva X e koneqno
ili prebroivo t.e. X(Ω) = {x1, x2, ..., xn, ...}, togax se veli deka sluqaj-
nata promenliva X e od diskreten tip i

P{X = xi} = pi, i = 1, 2, ..., n, ..., (4.3)
pri xto p1 + p2 + ... + pn + ... = 1, e zakon na raspredelba na X. Nekoi
pova�ni diskretni raspredelbi se dadeni vo Prilog B.
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• Od definicijata (4.1) sledi deka, ako X : Ω → R e sluqajna promen-
liva, togax za sekoe Borelovo mno�estvo B ∈ B, kade B e Borelovata
σ-algebra, va�i

X−1(B) = {w : X(w) ∈ B} ∈ F . (4.4)

• Funkcijata PX : B → R definirana so

PX(B) = P{w : X(w) ∈ B} = P (X−1(B)), (4.5)

za sekoj B ∈ B, se narekuva zakon na sluqajnata promenliva X.

• Funkcijata FX : R→ R definirana so

FX(x) = PX((−∞, x)) = P{w : X(w) < x} = P (X < x) (4.6)

se narekuva funkcija na raspredelba na X.

• Za funkcijata na raspredelba FX(x) va�at slednite svojstva:

1) FX(x) e neopaǵaqka funkcija,

2) FX(x) e neprekinata od levo t.e. FX(x− 0) = FX(x),

3) lim
x→−∞

FX(x) = 0,

4) lim
x→+∞

FX(x) = 1.

• Verojatnosta na nastanite da X prima vrednosti od nekoj interval,
izrazena preku vrednosti na funkcijata na raspredelba e

P{x1 ≤ X < x2} = FX(x2)− FX(x1),

P{x1 ≤ X ≤ x2} = FX(x2 + 0)− FX(x1),

P{x1 < X ≤ x2} = FX(x2 + 0)− FX(x1 + 0),

P{x1 < X < x2} = FX(x2)− FX(x1 + 0),

P{X = x} = FX(x + 0)− FX(x).

• Ako funkcijata na raspredelba FX(x) e neprekinata funkcija, togax se
veli deka X e neprekinata sluqajna promenliva. Ako funkcija na
raspredelba FX(x) e apsolutno neprekinata funkcija t.e. ako postoi
nenegativna funkcija pX : R→ R taka da

FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du, (4.7)
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za site x ∈ R, togax se veli deka X e apsolutno neprekinata sluqajna
promenliva, a funkcijata pX(x) se narekuva gustina na raspredelba
na X. Nekoi pova�ni neprekinati raspredelbi se dadeni vo Prilog B.
Alternativna definicija za diskretna sluqajna promenliva e ako
izvodot na funkcijata na raspredelba postoi i e ednakov na nula skoro
sekade, osven vo prebroivo mnogu toqki koi se vrednostite koi gi prima
sluqajnata promenliva. Za diskretna sluqajna promenliva se veli deka
nema gustina na raspredelba.

• Pokraj svojstvoto (4.7) drugi svojstva na gustinata na raspredelba
pX(x) se:

1) pX(x) ≥ 0,

2) F ′
X(x) = pX(x),

3)
∫ +∞
−∞ pX(x) dx = 1,

4) P{X ∈ B} =
∫

B
pX(x)dx, za B ∈ B.

4.1. Neka e daden verojatnostniot prostor (Ω,F , P ), kade Ω = {(a, b) | a, b ∈
{1, 2}}, F = P(Ω) i P (w) = 1

4
, za sekoj w ∈ Ω. Poka�i deka preslikuvaǌeto

X : Ω → R dadeno so X(a, b) = a + b e sluqajna promenliva. Opredeli ja
minimalnata σ-algebra Fmin vo odnos na koja X e sluqajna promenliva. Najdi
go zakonot na raspredelba na X i funkcijata na raspredelba FX(x) na X.

Rexenie. Mno�estvoto od elemntarni nastani e Ω = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)},
dodeka mno�estvoto vrednosti na X e X(Ω) = {2, 3, 4}. Togax,

za x ≤ 2, {X < x} = ∅ ∈ F ,

za 2 < x ≤ 3, {X < x} = {(1, 1)} ∈ F ,

za 3 < x ≤ 4, {X < x} = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)} ∈ F ,

za x > 4, {X < x} = Ω ∈ F ,

pa sledi deka X e sluqajna promenliva.
Minimalnata σ-algebra vo odnos na koja X e sluqajna promenliva e

Fmin = {Ω, ∅, {(1, 1)}, {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}, {(1, 2), (2, 1), (2, 2)},
{(1, 2), (2, 1)}, {(1, 1), (2, 2)}}.
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Zakonot na raspredelba na X e

P{X = 2} = P{(1, 1)} =
1

4
,

P{X = 3} = P{(1, 2), (2, 1)} =
1

4
+

1

4
=

1

2
,

P{X = 4} = P{(2, 2)} =
1

4
,

ili so tabela
x 2 3 4

P{X = x} 1/4 1/2 1/4

Funkcijata na raspredelba FX(x) na X e

za x ≤ 2, FX(x) = P{X < x} = P{X ∈ ∅} = 0,

za 2 < x ≤ 3, FX(x) = P{X < x} = P{X = 2} =
1

4
,

za 3 < x ≤ 4, FX(x) = P{X < x} = P{X ∈ {2, 3}} =
1

4
+

1

2
=

3

4
,

za x > 4, FX(x) = P{X < x} = P{X ∈ {2, 3, 4}} = 1,

odnosno

FX(x) =





0 , x ≤ 2
1/4 , 2 < x ≤ 3
3/4 , 3 < x ≤ 4
1 , x > 4

4.2. Dadena funkcijata na raspredelba FX(x) na sluqajnata promenliva X so

FX(x) =





0 , x ≤ −2
0, 2 ,−2 < x ≤ 1
0, 5 , 1 < x ≤ 3
0, 7 , 3 < x ≤ 4
1 , x > 4

Opredeli go zakonot na raspredelba na X.

Rexenie. Vrednostite koi gi prima sluqajnata promenliva X se toqkite na
prekin na FX(x) t.e. X ∈ {−2, 1, 3, 4}. Zakonot na raspredelba na X e

P{X = −2} = FX(−2 + 0)− F (−2) = 0, 2− 0 = 0, 2

P{X = 1} = FX(1 + 0)− F (1) = 0, 5− 0, 2 = 0, 3

P{X = 3} = FX(3 + 0)− F (3) = 0, 7− 0, 5 = 0, 2

P{X = 4} = FX(4 + 0)− F (4) = 1− 0, 7 = 0, 3
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ili so tabela
x -2 1 3 4

P{X = x} 0,2 0,3 0,2 0,3

4.3. Dadena e sluqajnata promenliva X so nejziniot zakon na raspredelba

x 1 2 3 5 7
P{X = x} a/2 a/3 a/3 a/2 a/3

a) Opredeli ja vrednosta na a ∈ R.
b) Najdi gi verojatnostite P{X ∈ {3, 5}}, P{X < 5} i P{−3 < X ≤ 8}.

Rexenie. a) Od a
2

+ a
3

+ a
3

+ a
2

+ a
3

= 1 dobivame deka a = 1
2
, pa zakonot na

raspredelba na X ḱe bide

x 1 2 3 5 7
P{X = x} 1/4 1/6 1/6 1/4 1/6

b) P{X ∈ {3, 5}} = P{X = 3}+P{X = 5} = 1
6
+ 1

4
= 5

12
, P{X < 5} = P{X = 1}+

P{X = 2}+P{X = 3} = 1
4
+ 1

6
+ 1

6
= 7

12
i P{−3 < X ≤ 8} = P{X ∈ {1, 2, 3, 5, 7}} = 1.

4.4. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X - broj na
pojavuvaǌa na ”grb” pri dve nezavisni frlaǌa na moneta.

Rexenie. Vrednostite koi gi prima X se X ∈ {0, 1, 2}. Oznaquvame so Ai -
vo i-toto frlaǌe na monetata se pojavil ”grb”, i = 1, 2. Togax, A1 i A2 se
nezavisni nastani so P (A1) = P (A2) = 1

2
. Za raspredelbata na X imame

P{X = 0} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2) =
1

2
· 1

2
=

1

4
,

P{X = 1} = P (A1 A2 + A1 A2) = P (A1)P (A2) + P (A1)P (A2) =
1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
=

1

2
,

P{X = 2} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2) =
1

2
· 1

2
=

1

4
,

ili so tabela
x 0 1 2

P{X = x} 1/4 1/2 1/4

4.5. Vo edna kutija ima 3 beli i 3 crni topqiǌa. Igraqite A i B izvleku-
vaat po toj redosled po edno topqe bez vraḱaǌe. Izvlekuvaat se dodeka ne
se izvleqe belo topqe. Pobednik vo igrata e toj xto ḱe izvleqe belo topqe.
Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi

a) X = IC, kade C - pobednik e igraqot A,
b) Y - broj na izvedeni izvlekuvaǌa.
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Rexenie. Oznaquvame so Ai - igraqot A vo i-toto izvlekuvaǌe izvlekuva
belo topqe, i = 1, 3, a so Bj - igraqot B vo j-toto izvlekuvaǌe izvlekuva belo
topqe, j = 2, 4.

a) Za nastanot C imame deka C = A1 + A1 B2 A3, od kade, za negovata
verojatnost imame,

P (C) = P (A1) + P (A1 B2 A3) = P (A1) + P (A1)PA1
(B2)PA1 B2

(A3) =

=
3

6
+

3

6
· 2

5
· 3

4
=

13

20
= 0, 65.

Sluqajnata promenliva X = IC prima dve vrednosti X ∈ {0, 1}, i nejzinata
raspredelba e

P{X = 0} = P (C) = 1− P (C) = 1− 0, 65 = 0, 35, P{X = 1} = P (C) = 0, 65.

b) Sluqajnata promenliva Y prima vrednosti Y ∈ {1, 2, 3, 4}, i nejzinata
raspredelba e

P{Y = 1} = P (A1) =
3

6
= 0, 5,

P{Y = 2} = P (A1 B2) = P (A1)PA1
(B2) =

3

6
· 3

5
= 0, 3,

P{Y = 3} = P (A1 B2 A3) = P (A1)PA1
(B2)PA1 B2

(A3) =
3

6
· 2

5
· 3

4
= 0, 15,

P{Y = 4} = P (A1 B2 A3 B4) = P (A1)PA1
(B2)PA1 B2

(A3)PA1 B2 A3
(B4) =

=
3

6
· 2

5
· 1

4
· 3

3
= 0, 05.

4.6. Eden qovek ima 8 ednakvi po golemina i oblik kluqevi. Od site niv
samo eden ja otvara vratata od negoviot stan. Toj se obiduva da ja otvori
vratata taka xto isprobuva eden po eden kluq i po sekoj obid kluqot so
koj se obidel da ja otvori vratata go trga na strana, t.e. go izdvojuva od
kupqeto kluqevi. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X - broj
na obidi dodeka qovekot ne ja otvori vratata od svojot stan.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - vo i-tiot obid qovekot go izbral vistinskiot
kluq, t.e. ja otvoril vratata od svojot stan, i = 1, 2, ..., 8. Sluqajnata promen-
liva X prima vrednosti X ∈ {1, 2, ..., 8}, a nejzinata raspredelba e

P{X = 1} = P (A1) =
1

8
= 0, 125,

P{X = 2} = P (A1 A2) = P (A1)PA1
(A2) =

7

8
· 1

7
=

1

8
= 0, 125,

P{X = 3} = P (A1 A2 A3) = P (A1)PA1
(A2)PA1 A2

(A3) =
7

8
· 6

7
· 1

6
=

1

8
= 0, 125,
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na sliqen naqin,

P{X = 4} = P{X = 5} = P{X = 6} = P{X = 7} = P{X = 8} = 0, 125.

4.7. Od mno�estvoto {1, 2, ..., n}, n ≥ 2 sluqajno se biraat istovremeno dva
broja x i y. Neka X = max{x, y}.

a) Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X.
b) Najdi gi verojatnostite P{0, 5 < X ≤ 3, 56} i P{X > 2, 6}.

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {{x, y}|x, y ∈ {1, 2, ..., n}},
od kade |Ω| = C2

n = n(n−1)
2

.
a) Sluqjnata promenliva X prima vrednosti X ∈ {2, 3, ..., n}, a nejziniot

zakon na raspredelba e

P{X = k} = {{x, k}|x ∈ {1, 2, ..., k − 1}} =
2(k − 1)

n(n− 1)
, k = 2, 3, ..., n.

b) P{0, 5 < X ≤ 3, 56} = P{X = 2} + P{X = 3} = 2·(2−1)
n(n−1)

+ 2·(3−1)
n(n−1)

= 8
n(n−1)

,

P{X > 2, 6} = 1− P{X ≤ 2, 6} = 1− P{X = 2} = 1− 2·(2−1)
n(n−1)

= n2−n−2
n(n−1)

.

4.8. Verojatnosta da se pojavi nastanot B pri nekoe ispituvaǌe e p, 0 < p < 1.
Ispituvaǌata se vrxat nezavisno edno od drugo se dodeka ne se pojavi kom-
binacijata BB. Neka Y e broj na ispituvaǌa potrebni za da kombinacijata
BB se pojavi po prv pat. Opredeli go zakonot na raspredelba na Y .

Rexenie. Sluqajnata promenliva Y gi prima vrednostite Y ∈ {2, 3, ...} so
verojatnosti

P{Y = k} = P (BB...B︸ ︷︷ ︸
k−1

B + B BB...B︸ ︷︷ ︸
k−2

B + ... + B B...B︸ ︷︷ ︸
k−2

BB) =

= pk−1q + pk−2q2 + ... + pqk−1 = qk p

q

(
1 +

p

q
+

(p

q

)2

+ ... +
(p

q

)k−2)
,

kade q = 1− p. Razgleduvame dva sluqaja p 6= 1
2
i p = 1

2
.

Ako p 6= 1
2
, togax

P{Y = k} = qk p

q
·
1− (p

q
)k−1

1− p
q

= pq
qk−1 − pk−1

q − p
, k = 2, 3, ....

Ako p = 1
2
, togax

P{Y = k} = (k − 1) ·
(1

2

)k

, k = 2, 3, ...
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4.9. Funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X od apsolutno
neprekinat tip e dadena so

FX(x) =





0 , x ≤ 1
k(x− 1)2 , 1 < x ≤ 3
1 , x > 3

a) Odredi ja vrednosta na k ∈ R i gustinata na raspredeleba pX(x) na X.
b) Najdi ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (1, 2).

Rexenie. a) Sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat tip ima apso-
lutno neprekinata funkcija na raspredelba, xto znaqi deka FX(x) e nepreki-
nata i postoi gustina na raspredeleba na pX(x) = F ′

X(x). Od neprekinatosta
na FX(x) imame deka

FX(3) = FX(3 + 0) ⇒ k · (3− 1)2 = 1 ⇒ k =
1

4
,

pa funkcijata na raspredelba na X e

FX(x) =





0 , x ≤ 1
1
4
(x− 1)2 , 1 < x ≤ 3

1 , x > 3

od kade gustinata na raspredelba e

pX(x) = F ′
X(x) =

{
1
2
(x− 1) , 1 < x ≤ 3

0 ,inaku

b) P{X ∈ (1, 2)} = P{1 < X < 2} = FX(2)− FX(1 + 0) =
= FX(2)− FX(1) = 1

4
· (2− 1)2 − 0 = 1

4
.

4.10. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
a
2
x , 0 < x ≤ 1

0 ,inaku

a) Odredi ja vrednosta na a ∈ R i funkcijata na raspredelba FX(x) na X.
b) Najdi ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (−1

2
, 1

2
).

Rexenie. a) Od svojstvoto
∫∞
−∞ pX(x)dx = 1 imame

1 =

∫ ∞

−∞
pX(x)dx =

∫ 1

0

a

2
xdx =

a

2
· x2

2

∣∣∣∣
1

0

=
a

4
,
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od kade imame deka a = 4, pa gustinata na raspredelba e

pX(x) =

{
2x , 0 < x ≤ 1
0 ,inaku

Funkcijata na raspredelba izrazena preku gustinata na raspredelba e
FX(x) =

∫ x

−∞ pX(u)du, od kade
za x ≤ 0, FX(x) =

∫ x

−∞ pX(u)du = 0,

za 0 < x ≤ 1, FX(x) =
∫ x

−∞ pX(u)du =
∫ x

0
2u du = 2u2

2

∣∣∣
x

0
= x2,

za x > 1, FX(x) =
∫ x

−∞ pX(u)du =
∫ 1

0
2u du = 1,

odnosno

FX(x) =





0 , x ≤ 0
x2 , 0 < x ≤ 1
1 , x > 1

b) P{X ∈ (−1
2
, 1

2
)} = P{−1

2
< X < 1

2
} =

∫ 1/2

−1/2
pX(x)dx =

=
∫ 0

−1/2
pX(x)dx +

∫ 1/2

0
pX(x)dx = 0 +

∫ 1/2

0
2x dx = 1

4
.

4.11. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =





2x , 0 < x ≤ 1
2

3ax + x2 , 1
2

< x ≤ 1
0 ,inaku

a) Odredi ja vrednosta na a ∈ R i funkcijata na raspredelba FX(x) na X.
b) Najdi ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (1

4
, 3

4
).

Rexenie. a) Od
∫∞
−∞ pX(x)dx = 1 imame

1 =

∫ ∞

−∞
pX(x)dx =

∫ 1/2

0

2xdx +

∫ 1

1/2

(3ax + x2)dx = 2 · x2

2

∣∣∣∣
1/2

0

+ (3a · x2

2
+

x3

3
)

∣∣∣∣
1

1/2

=,

=
1

4
+ (

3a

2
+

1

3
− 3a

8
− 1

24
) =

27a + 13

24

od kade imame deka a = 11
27
, pa gustinata na raspredelba e

pX(x) =





2x , 0 < x ≤ 1
2

11
9
x + x2 , 1

2
< x ≤ 1

0 ,inaku

Funkcijata na raspredelba izrazena preku gustinata na raspredelba e
FX(x) =

∫ x

−∞ pX(u)du, od kade
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za x ≤ 0, FX(x) =
∫ x

−∞ pX(u)du = 0,

za 0 < x ≤ 1
2
, FX(x) =

∫ x

−∞ pX(u)du =
∫ x

0
2u du = 2u2

2

∣∣∣
x

0
= x2,

za 1
2

< x ≤ 1, FX(x) =
∫ x

−∞ pX(u)du =
∫ 1/2

0
2u du +

∫ x

1/2
(11

9
u + u2) du = 2u2

2

∣∣∣
1/2

0
+

(11
9
· u2

2
+ u3

3
)
∣∣∣
x

1/2
= 1

3
x3 + 11

18
x2 + 1

18
,

za x > 1, FX(x) =
∫ x

−∞ pX(u)du =
∫ 1/2

0
2u du +

∫ 1

1/2
(11

9
u + u2) du = 1.

odnosno

FX(x) =





0 , x ≤ 0
x2 , 0 < x ≤ 1

2
1
3
x3 + 11

18
x2 + 1

18
, 1

2
< x ≤ 1

1 , x > 1

b) P{X ∈ (1
4
, 3

4
)} = P{1

4
< X < 3

4
} =

∫ 3/4

1/4
pX(x)dx =

=
∫ 1/2

1/4
pX(x)dx +

∫ 3/4

1/2
pX(x)dx =

∫ 1/2

1/4
2x dx +

∫ 3/4

1/2
(11

9
x + x2) dx =

2x2

2

∣∣∣
1/2

1/4
+ (11

9
· x2

2
+ x3

3
)
∣∣∣
3/4

1/2
= 135

576
= 0, 234375

4.12. Eden ampermetar meri so toqnost do 0,1 amperi. Pri toa, pri mereǌe
na jaqinata na strujata toj ja dava istata zaokru�ena do najbliskata vred-
nost. Najdi ja verojatnosta deka pri mereǌe na jaqinata na strujata ḱe se
napravi grexka pogolema od 0,02 amperi.

Rexenie. Neka X e grexka pri mereǌeto na jaqinata na strujata so amper-
metarot, togax X e ramnomerno raspredelena meǵu najmalata i najgolemata
grexka, t.e. X ∼ U(0; 0, 5), od kade gustinata na raspredelba na X e

pX(x) =

{
1

0,05
, x ∈ (0; 0, 05)

0 , x /∈ (0; 0, 05)
=

{
20 , x ∈ (0; 0, 05)
0 , x /∈ (0; 0, 05)

Pa, baranata verojatnost e

P{X > 0, 02} =

∫ ∞

0,02

pX(x) dx =

∫ 0,05

0,02

20 dx = 0, 6.

4.13. Doka�i deka funkcijata F (x) = 0, 5 + Φ0(x), kade Φ0(x) = 1√
2π

∫ x

0
e−

u2

2 du e
funkcijata na Laplas, e funkcija na raspredelba na nekoja sluqajna promen-
liva X. Potoa najdi gi verojatnostite P{−1 ≤ X ≤ 1} i P{X = x0}, kade x0

e proizvolen realen broj.

Rexenie. Bidejḱi 1√
2π

∫ 0

−∞ e−
u2

2 du = 0, 5 (poka�i!), imame

F (x) = 0, 5 + Φ0(x) =
1√
2π

∫ 0

−∞
e−

u2

2 du +
1√
2π

∫ x

0

e−
u2

2 du =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du,
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od kade sledi deka F (x) e funkcija na raspredelba na sluqajna promenliva

X koja ima gustina na raspredelba p(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , odnosno X ∼ N (0, 1).
Vrednostite na funkcijata Φ0(x) se qitaat od Tablica 4 (Prilog A). Pa,

baranite verojatnosti se

P{−1 ≤ X ≤ 1} = F (1)− F (−1) = 0, 5 + Φ0(1)− 0, 5− Φ0(−1) = 2Φ0(1) =

= 2 · 0, 34134 = 0, 68268

P{X = x0} = F (x0 + 0)− F (x0) = F (x0)− F (x0) = 0.

4.14. Izbirame sluqaen broj X od intervalot [2, 10] so gustina na raspre-
delba od oblik p(x) = Cx, kade C e konstanta.

a) Najdi ja vrednosta na konstantata C.
b) Najdi gi verojatnostite P{X > 5} i P{X2 − 12X + 35 > 0}.

Rexenie. a) Bidejḱi
∫∞
−∞ p(x)dx = 1, imame

1 =

∫ 10

2

Cxdx = C
x2

2

∣∣∣∣
10

2

= C(
100

2
− 4

2
) = 48C,

od kade C = 1/48, znaqi gustinata na raspredelba e p(x) = x/48, x ∈ [2, 10].

b) P{X > 5} =
∫ +∞

5
p(x)dx =

∫ 10

5
x
48

dx = 1
48
· x2

2

∣∣∣
10

5
= 1

48
· (100

2
− 25

2
) = 0, 78125.

P{X2 − 12X + 35 > 0} = P{(X − 5)(X − 7) > 0} = P{X ∈ (−∞, 5) ∪ (7, +∞)} =

= 1− P{X ∈ [5, 7]} = 1− ∫ 7

5
p(x)dx = 1− ∫ 7

5
x
48

dx = 1− 1
48
·
(

x2

2

)∣∣∣
7

5
=

= 1− 1
48
· (49

2
− 25

2
) = 1− 0, 25 = 0, 75.

4.2 Funkcii od sluqajni promenlivi
• Teorema. Neka X e sluqajna promenliva i f : R → R e Borelova
funkcija (t.e. za sekoe Borelovo mno�estvo B ∈ B va�i f−1(B) ∈ B).
Togax, sekoja funkcija Y = f(X) : Ω → R e isto taka sluqajna promen-
liva.

4.15. Sluqajnata promenliva X ima binomna raspredelba B(3, 1
4
). Najdi ja

raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = 2X + 1.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X prima vrednosti X ∈ {0, 1, 2, 3}, od kade
sluqajnata promenliva Y = 2X + 1 prima vrednosti Y ∈ {1, 3, 5, 7} so verojat-
nosti

P{Y = 1} = P{2X + 1 = 1} = P{X = 0} =

(
3

0

)
·
(1

4

)0

·
(3

4

)3

=
27

64
,
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P{Y = 3} = P{2X + 1 = 3} = P{X = 1} =

(
3

1

)
·
(1

4

)1

·
(3

4

)2

=
27

64
,

P{Y = 5} = P{2X + 1 = 5} = P{X = 2} =

(
3

2

)
·
(1

4

)2

·
(3

4

)1

=
9

64
,

P{Y = 7} = P{2X + 1 = 7} = P{X = 3} =

(
3

3

)
·
(1

4

)3

·
(3

4

)0

=
1

64
.

4.16. Sluqajnata promenliva X ima zakon na raspredelba daden so tabelata

x 0 1 2 3
P{X = x} 0,1 0,3 0,4 0,2

Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = sin(π
2
X) + 1.

Rexenie. Sluqajnata promenliva Y = sin(π
2
X) + 1 prima vrednosti Y ∈

{sin(π
2
x) + 1 | x ∈ {0, 1, 2, 3}} = {0, 1, 2} so verojatnosti

P{Y = 0} = P{sin(
π

2
X) + 1 = 0} = P{X = 3} = 0, 2,

P{Y = 1} = P{sin(
π

2
X) + 1 = 1} = P{X ∈ {0, 2}} = 0, 1 + 0, 4 = 0, 5,

P{Y = 2} = P{sin(
π

2
X) + 1 = 2} = P{X = 1} = 0, 3.

4.17. Najdi ja gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva Y ako
a) Y = aX + b, a > 0, kade X ∼ U(α, β),
b) Y = − ln X, kade X ∼ U(0, 1),
v) Y = aX + b, a > 0, kade X ∼ N (m,σ2),
g) Y = 1

X
, kade X ∼ N (0, 1),

Rexenie. a) Od X ∼ U(α, β) imame deka pX(x) = 1
β−α

, za x ∈ (α, β). Za
funkcijata na raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{aX + b < y} = P{X <
y − b

a
} = FX(

y − b

a
),

od kade za gystinata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(
y − b

a
) · 1

a
= pX(

y − b

a
) · 1

a
=

1

β − α
· 1

a
, za α <

y − b

a
< β,

odnosno
pY (y) =

1

(aβ + b)− (aα + b)
, za aα + b < y < aβ + b,

pa Y ima povtorno ramnomerna raspredelba Y ∼ U(aα + b, aβ + b).
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b) Od X ∼ U(0, 1) imame deka pX(x) = 1, za x ∈ (0, 1). Za funkcijata na
raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{− ln X < y} = P{ln X > −y} = P{X > e−y} =

= 1− P{X ≤ e−y} = 1− FX(e−y),

od kade za gustinata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = −F ′

X(e−y) · (−e−y) = pX(e−y) · e−y = e−y, za 0 < e−y < 1,

odnosno
pY (y) = e−y, za y > 0,

pa Y ima eksponencijalna raspredelba Y ∼ E(1).

v) Od X ∼ N (m,σ2) imame deka pX(x) = 1√
2π σ

e−
(x−m)2

2σ2 , za x ∈ R. Od a) za
funkcijata na raspredelba i gustinata na raspredelba na Y = aX + b imame

FY (y) = FX(
y − b

a
) i pY (y) = pX(

y − b

a
) · 1

a
,

od kade

pY (y) =
1

a
· 1√

2π σ
e−

(
y−b

a −m)2

2σ2 =
1√

2π aσ
e−

(y−(am+b))2

2a2σ2 , za x ∈ R

pa Y ima povtorno normalna raspredelba Y ∼ N (am + b, a2σ2).
Da zabele�ime deka ako X ∼ N (m,σ2), togax Y = X−m

σ
∼ N (0, 1).

g) Od X ∼ N (0, 1) imame deka pX(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , za x ∈ R. Za funkcijata na
raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{ 1

X
< y} =

= P{ 1

X
< y, X < 0}+ P{ 1

X
< y, X > 0} =

= P{1 > yX, X < 0}+ P{1 < yX, X > 0} =

=

{
P{ 1

y
< X,X < 0}+ P{ 1

y
> X, X > 0} , y < 0

P{ 1
y

> X,X < 0}+ P{ 1
y

< X, X > 0} , y > 0
=

=

{
P{ 1

y
< X < 0}+ P (∅) , y < 0

P{X < 0}+ P{X > 1
y
} , y > 0

=

=

{
FX(0)− FX( 1

y
) + 0 , y < 0

FX(0) + 1− FX( 1
y
) , y > 0

=

=

{
0, 5− FX( 1

y
) , y < 0

1, 5− FX( 1
y
) , y > 0

,
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pri xto iskoristivme deka FX(0) = 0, 5 (vidi Zadaqa 4.13). Togax, za gusti-
nata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = −F ′

X(
1

y
) · (− 1

y2
) = pX(

1

y
) · 1

y2
=

1√
2π y2

e
− 1

2y2 , za y 6= 0.

4.18. Sluqajnata promenliva X ima N (2, 0.52) raspredelba. Najdi gi vero-
jatnostite P{X2 − 5X + 6 > 0} i P{X ≤ 1 ili X2 > 4}.
Rexenie. Spored Zadaqa 4.17 v), ako X ∼ N (2, 0.52), togax X−2

0,5
∼ N (0, 1). Pa

imame, P{X2− 5X +6 > 0} = P{(X− 2)(X− 3) > 0} = P{X ∈ (−∞, 2)∪ (3, +∞)} =
= 1−P{2 ≤ X ≤ 3} = 1−P{2−2

0,5
≤ X−2

0,5
≤ 3−2

0,5
} = 1−P{0 ≤ X−5

0,1
≤ 2} = Φ0(2)−Φ0(0) =

= 0, 47725− 0 = 0, 47725.
Potoa, P{X ≤ 1 ili X2 > 4} = P{X ≤ 1} + P{X2 > 4} − P{X ≤ 1 i X2 > 4} =
= P{X ∈ (−∞, 1]}+ P{X ∈ (−∞,−2) ∪ (2, +∞)} − P{X ∈ (−∞,−2)} =
= P{X ∈ (−∞, 1]}+ P{X ∈ (−∞,−2)}+ P{X ∈ (2, +∞)} − P{X ∈ (−∞,−2)} =
= P{X ∈ (−∞, 1]}+ P{X ∈ (2, +∞)} = 1− P{X ∈ (1, 2]} = P{1 < X ≤ 2} =
= P{1−2

0,5
< X−2

0,5
≤ 2−2

0,5
} = P{−2 < X−2

0,5
≤ 0} = Φ0(0)− Φ0(−2) = Φ0(0) + Φ0(2) =

= 0 + 0, 47725 = 0, 47725.

4.19. Sluqajnata promenliva X ima nornalna raspredelba N (m,σ2) so para-
metri m = 0 i σ = 1. Najdi ja gustinata na raspredelba na sluqajnata
promenliva Y = |X|.

Rexenie. Od X ∼ N (0, 1) imame deka pX(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , za x ∈ R. Za funkcijata
na raspredelba na Y , za y > 0, imame

FY (y) = P{Y < y} = P{|X| < y} = P{−y < X < y} = FX(y)− FX(−y),

od kade za gustinata na raspredelba na Y , za y > 0, imame

pY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(y)− F ′
X(−y) · (−1) = F ′

X(y) + F ′
X(−y) =

= pX(y) + pX(−y) =
1√
2π

e−
y2

2 +
1√
2π

e−
(−y)2

2 =
2√
2π

e−
y2

2 , za y > 0.

Da zabele�ime deka za y < 0, FY (y) = P{Y < y} = P{|X| < y} = P (∅) = 0, pa i
pY (y) = 0 za y < 0.

4.20. Neka toqkata A se naoǵa na oskata Oy na rastojanie 1 od koordinatniot
poqetok. Niz A se povlekuva proizvolna prava a koja zafaḱa agol α so oskata
Oy i pri toa raspredelbata na vrednosti na agolot α e ramnomerna od −π

2

do π
2
. Najdi ja gustinata na raspredelba na apcisata na toqkata B dobiena

kako presek na pravata a so Ox oskata.
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O

1

Α

B
x

A

y

Crte� 4.1: Geometriski prikaz za zadaqata 4.20

Rexenie. Oznaquvame so X - vrednost na agolot α, togax X ∼ U(−π
2
, π

2
), od

kade pX(x) = 1
π
, za x ∈ (−π

2
, π

2
). Od uslov na zadaqata, OA = 1, α = ÔAB, pa

bidejḱi tan α = OB
OA

, imame deka OB = tan α (vidi Crte� 4.1).
Neka Y e vrednost na apcisata na toqkata B, togax Y = tan X. Pa za

funkcijata na raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{tan X < y} = P{X < arctan y} = FX(arctan y),

od kade za gustinata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(arctan y) · 1

1 + y2
= pX(arctan y) · 1

1 + y2
=

=
1

π
· 1

1 + y2
, za −π

2
< arctan y <

π

2
,

odnosno
pY (y) =

1

π
· 1

1 + y2
, za −∞ < y < +∞,

xto znaqi deka vrednosta na apcisata na toqkata B ima Koxieva raspre-
delba.

4.3 Sluqajni vektori. Uslovni raspredelbi
• Funkcijata X : Ω → Rn se narekuva poveḱedimenzionalna sluqajna
promenliva ili (n dimenzionalen) sluqaen vektor ako za site Bore-
lovi mno�estva B ∈ Bn

X−1(B) = {w : X(w) ∈ B} ∈ F . (4.8)

• Da zabele�ime deka X : Ω → Rn e vektorska funkcija, i za sekoj w ∈
Ω mo�e da se zapixe X(w) = (X1(w), X2(w), ..., Xn(w)), kade komponen-
tite Xi, i = 1, 2, ..., n se funkcii od Ω vo R. Mo�e da se poka�e deka
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X1, X2, ..., Xn se sluqajni promenlivi ako i samo ako X = (X1, X2, ..., Xn) e
n-dimenzionalen sluqaen vektor.

• Sluqajniot vektor X = (X1, X2, ..., Xn) e od diskreten tip, ako mno�es-
tvoto vrednosti X(Ω) e koneqno ili prebroivo.

Na primer, za n = 2 da go razgledame sluqajniot vektor (X, Y ). Neka
sluqajnata promenliva X prima vrednosti {x1, x2, ..., xn, ...}, a sluqajnata
promenliva Y prima vrednosti {y1, y2, ..., yn, ...}. Togax,

? zakonot na raspredelba na (X, Y ) e daden so

P{X = xi, Y = yj} = pij, i = 1, 2, ..., j = 1, 2, ..., (4.9)

pri xto
∑

i

∑
j pij = 1,

? marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y soodvetno se

P{X = xi} =
∑

j

pij = p∗i , i = 1, 2, ..., (4.10)

P{Y = yj} =
∑

i

pij = q∗j , j = 1, 2, ..., (4.11)

i pri toa va�i
∑

i p
∗
i = 1 i

∑
j q∗j = 1,

? uslovnite zakoni na raspredelba na X pri uslov Y = yk i na Y
pri uslov X = xl soodvetno se

P{X = xi | Y = yk} =
P{X = xi, Y = yk}

P{Y = yk} , i = 1, 2, ..., (4.12)

P{Y = yj | X = xl} =
P{X = xl, Y = yj}

P{X = xl} , j = 1, 2, .... (4.13)

• Funkcijata PX : Bn → R definirana so

PX(B) = P{w : X(w) ∈ B} = P (X−1(B)) (4.14)

se narekuva zakon na sluqajniot vektor X.

• Funkcijata FX : Rn → R definirana so

FX(x1, x2, ..., xn) = P (X1 < x1, X2 < x2, ..., Xn < xn) (4.15)

se narekuva funkcija na raspredelba na sluqajniot vektor
X = (X1, X2, ..., Xn).
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• Svojstva na funkcijata na raspredelba FX na sluqajniot vektor
X = (X1, X2, ..., Xn) se

1) FX e neopaǵaqka po sekoj argument,

2) FX e neprekinata od levo po sekoj argument,

3) lim
x1→−∞

FX(x) = lim
x2→−∞

FX(x) = ... = lim
xn→−∞

FX(x) = 0, kade x = (x1, x2, ..., xn),

4) lim
xi→+∞, i=1,...,n

FX(x) = 1, kade x = (x1, x2, ..., xn).

• Ako FX(x) e apsolutno neprekinata funkcija t.e. ako postoi nenegativna
funkcija pX : Rn → R taka da

FX(x1, x2, ..., xn) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
...

∫ xn

−∞
pX(u1, ..., un)du1...dun (4.16)

za site (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, togax X e sluqaen vektor od apsolutno
neprekinat tip, a funkcijata pX se narekuva gustina na raspredelba
na X.

• Pokraj svojstvoto (4.16) drugi svojstva na gustinata na raspredelba pX

na sluqajniot vektor X se

1) pX(x) ≥ 0, kade x = (x1, x2, ..., xn),

2) ∂nF (x)
∂x1∂x2···∂xn

= pX(x), kade x = (x1, x2, ..., xn),

3)
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ ...

∫ +∞
−∞ pX(x1, x2, ..., xn) dx1dx2...dxn = 1,

4) P{X ∈ B} =
∫

B
pX(x)dx, za B ∈ Bn, kade x = (x1, x2, ..., xn) (integralot

e n-kraten integral).

• Na primer, za n = 2 da go razgledame sluqajniot vektor (X, Y ) od apso-
lutno neprekinat tip so gustina na raspredelba p(x, y). Togax,

? marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y) dy, (4.17)

pY (y) =

∫ +∞

−∞
p(x, y) dx, (4.18)
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? uslovnite gustini na raspredelba na X pri uslov Y = y i na Y
pri uslov X = x soodvetno se

pX(x|y) =
p(x, y)

pY (y)
, (4.19)

pY (y|x) =
p(x, y)

pX(x)
. (4.20)

• Sluqajnite promenlivi X1, X2, ..., Xn velime deka se nezavisni ako za
sekoj izbor na Borelovi mno�estva B1, B2, ..., Bn ∈ B imame

P (X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, ..., Xn ∈ Bn) = P (X1 ∈ B1)P (X2 ∈ B2)...P (Xn ∈ Bn).
(4.21)

Na primer, za n = 2 da gi razgledame sluqajnite promenlivi X i Y .

? Ako X i Y se sluqajni promenlivi od diskreten tip pri xto X
prima vrednosti {x1, x2, ..., xn, ...}, a Y prima vrednosti {y1, y2, ..., yn, ...},
togax X i Y se nezavisni, ako

P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi} · P{Y = yj}, za site i, j.

? Ako X i Y se sluqajni promenlivi od apsolutno neprekinat tip
so gustini na raspredelba pX(x) i pY (y) soodvetno, togax X i Y se
nezavisni, ako

p(x, y) = pX(x) · pY (y), za site x, y ∈ R,

kade p(x, y) e gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ).

• Teorema. Neka X = (X1, X2, ..., Xm) e sluqaen vektor i f : Rm → Rn

e Borelova funkcija (t.e. za sekoe Borelovo mno�estvo B ∈ Bn va�i
f−1(B) ∈ Bm). Togax, sekoja vektorsko vrednosna funkcija

Y = (Y1, Y2, ..., Yn) = f(X1, X2, ..., Xm) : Ω → Rn

e isto taka sluqaen vektor.

• Teorema. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi od apsolutno
neprekinat tip so gustini na raspredelba pX(x) i pY (y) soodvetno, togax
X +Y e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat tip so gustina na
raspredelba

pX+Y (u) =

∫ +∞

−∞
pX(x) · pY (u− x) dx. (4.22)

Formulata (4.22) e poznata kako formula na konvolucionen proizvod.
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4.21. Daden e zakonot na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ) so slednata
tabela

HHHHHHX
Y

0 1 2

0 a/3 a/3 1/36
1 2/9 2/9 a/6
2 1/9 a/3 a/12

a) Opredeli ja vrednosta na a ∈ R.
b) Najdi gi marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y .
v) Najdi gi verojatnostite P{X = 1, Y < 1}, P{X < 2, Y > 1} i

P{X < 0, Y > 0}.
g) Ispitaj ja nezavisnosta na sluqajnite promenlivi X i Y .

Rexenie. a) Ako oznaqime so pij = P{X = xi, Y = yj}, xi ∈ {0, 1, 2}, yj = {0, 1, 2},
togax od

∑
i

∑
j pij = 1 imame

a

3
+

a

3
+

1

36
+

2

9
+

2

9
+

a

6
+

1

9
+

a

3
+

a

12
= 1,

od kade se dobiva deka a = 1
3
, pa tabelata so zakonot na raspredelba na

sluqajniot vektor (X,Y ) e
HHHHHHX

Y
0 1 2

0 1/9 1/9 1/36
1 2/9 2/9 1/18
2 1/9 1/9 1/36

b) Marginalniot zakon na raspredelba na X e (se sobiraat verojatnostite
po redici)

P{X = 0} = P{X = 0, Y = 0}+ P{X = 0, Y = 1}+ P{X = 0, Y = 2} =

=
1

9
+

1

9
+

1

36
=

1

4
,

P{X = 1} = P{X = 1, Y = 0}+ P{X = 1, Y = 1}+ P{X = 1, Y = 2} =

=
2

9
+

2

9
+

1

18
=

1

2
,

P{X = 2} = P{X = 2, Y = 0}+ P{X = 2, Y = 1}+ P{X = 2, Y = 2} =

=
1

9
+

1

9
+

1

36
=

1

4
.
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Marginalniot zakon na raspredelba na Y e (se sobiraat verojatnostite po
koloni)

P{Y = 0} = P{X = 0, Y = 0}+ P{X = 1, Y = 0}+ P{X = 2, Y = 0} =

=
1

9
+

2

9
+

1

9
=

4

9
,

P{Y = 1} = P{X = 0, Y = 1}+ P{X = 1, Y = 1}+ P{X = 2, Y = 1} =

=
1

9
+

2

9
+

1

9
=

4

9
,

P{Y = 2} = P{X = 0, Y = 2}+ P{X = 1, Y = 2}+ P{X = 2, Y = 2} =

=
1

36
+

1

18
+

1

36
=

1

9
.

v) P{X = 1, Y < 1} = P{X = 1, Y = 0} = 2/9,
P{X < 2, Y > 1} = P{X ∈ {0, 1}, Y = 2} = P{X = 0, Y = 2} + P{X = 1, Y = 2} =
1/36 + 1/18 = 1/12,
P{X < 0, Y > 0} = 0.

g) Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni ako

P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj}, xi ∈ {0, 1, 2}, yj = {0, 1, 2}.
So direktna proverka, se poka�uva deka sekoe od 9-te ravenstva e toqno (na
primer, P{X = 1, Y = 2} = 1/18 = (1/2) · (1/9) = P{X = 1}P{Y = 2} e edno od
9-te ravenstva), odnosno X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi.

4.22. Od dve moneti ednata e ispravna, a drugata ima na dvete strani ”grb”.
Na sluqaen naqin se izbira edna moneta i se frla dva pati. Neka X = IA,
kade A - izbrana e ispravnata moneta, a Y e broj na padnati ”grbovi” pri
frlaǌe na izbranata moneta. Najdi go zakonot za raspredelba na sluqajniot
vektor (X,Y ).

Rexenie. Sluqajnite promenlivi X i Y gi primaat vrednostite X ∈ {0, 1}
i Y = {0, 1, 2} soodvetno. Raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) ḱe ja
barame so pomox na uslovni verojatnosti, zatoa xto ishodot od frlaǌeto
na monetata (”para” ili ”grb”) zavisi od izborot na monetata (ispravna
t.e. X = 1 ili neispravna t.e. X = 0). Pri toa, ako sme ja izbrale neis-
pravnata moneta, sigurno ḱe se padnat dva ”grba” t.e. P{Y = 2|X = 0} = 1,
odnosno nevozmo�no e da ne se padnat ”grbovi” ili da se padne eden ”grb”
t.e. P{Y = 0|X = 0} = P{Y = 1|X = 0} = 0. Ako sme ja izbrale ispravnata
moneta, togax uslovnata raspredelba na Y pri uslov X = 1 se poistovetuva
so raspredelbata odredena vo Zadaqa 4.4. Prvo, raspredelbata na X = IA e

P{X = 1} = P{IA = 1} = P (A) =
1

2
, P{X = 0} = P{IA = 0} = 1− P (A) =

1

2
.
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Sega, raspredelbata na (X,Y ) e

P{X = 0, Y = 0} = P{X = 0}P{Y = 0|X = 0} =
1

2
· 0 = 0,

P{X = 0, Y = 1} = P{X = 0}P{Y = 1|X = 0} =
1

2
· 0 = 0,

P{X = 0, Y = 2} = P{X = 0}P{Y = 2|X = 0} =
1

2
· 1 =

1

2
,

P{X = 1, Y = 0} = P{X = 1}P{Y = 0|X = 1} =
1

2
· 1

4
=

1

8
,

P{X = 1, Y = 1} = P{X = 1}P{Y = 1|X = 1} =
1

2
· 1

2
=

1

4
,

P{X = 1, Y = 2} = P{X = 1}P{Y = 2|X = 1} =
1

2
· 1

4
=

1

8

ili so tabela
HHHHHHX

Y
0 1 2

0 0 0 1/2
1 1/8 1/4 1/8

4.23. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so zakoni na raspredelba
dadeni so tabelite

x 0 1 2 3
P{X = x} 0,2 0,3 0,4 0,1

y 1 3 4
P{Y = y} 0,7 0,2 0,1

Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi U = min{X, Y } i V = X+Y .

Rexenie. Od nezavisnosta na X i Y imame deka

P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj}, xi ∈ {0, 1, 2, 3}, yj = {1, 3, 4},

od kade raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e
HHHHHHX

Y
1 3 4

0 0,14 0,04 0,02
1 0,21 0,06 0,03
2 0,28 0,08 0,04
3 0,07 0,02 0,01
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Sluqajnite promenlivi U = min{X, Y } i V = X + Y primaat vrednosti
U ∈ {0, 1, 2, 3} i V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} soodvetno. Raspredelbata na U e

P{U = 0} = P{min{X,Y } = 0} = P{(X,Y ) ∈ {(0, 1), (0, 3), (0, 4)}} =

= 0, 14 + 0, 04 + 0, 02 = 0, 20,

P{U = 1} = P{min{X,Y } = 1} = P{(X,Y ) ∈ {(1, 1), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (3, 1)}} =

= 0, 21 + 0, 06 + 0, 03 + 0, 28 + 0, 07 = 0, 65,

P{U = 2} = P{min{X,Y } = 2} = P{(X,Y ) ∈ {(2, 3), (2, 4)}} = 0, 08 + 0, 04 = 0, 12,

P{U = 3} = P{min{X,Y } = 3} = P{(X,Y ) ∈ {(3, 3), (3, 4)}} = 0, 02 + 0, 01 = 0, 03.

Sliqno, se dobiva deka raspredelbata na V e

v 1 2 3 4 5 6 7
P{V = v} 0,14 0,21 0,32 0,15 0,11 0,06 0,01

4.24. Eden eksperiment se sostoi od 2 frlaǌa na kocka. Go oznaquvame
so wij elementarniot nastan deka pri prvoto frlaǌe se padnale i toqki, a
pri vtoroto frlaǌe se padnale j toqki. Sluqajnite promenlivi X i Y se
definirani so

X(wij) = i + j i Y (wij) =
[ i

6

]
+

[j

6

]
,

kade [·] e cel del.
a) Najdi gi zakonite na raspredelba na X i Y , a potoa i zakonot na

raspredelba na U = X − 6Y .
b) Najdi gi verojatnostite P{X ≤ 3}, P{1

2
≤ Y ≤ 7} i P{U = 6|Y ≤ 1}.

Rexenie. Za elementarnite nastani wij imame deka P{wij} = 1/36, i = 1, 2, ..., 6,
j = 1, 2, ..., 6 (bidejḱi |Ω| = 62 = 36 i sekoj elementaren nastan e ednakvo vero-
jaten).

a) Sluqajnata promenliva X e zbirot na padnatite toqki na dvete kocki
i taa prima vrednosti X ∈ {2, 3, ..., 12} so verojatnosti

P{X = 2} = P{w11} = 1/36,

P{X = 3} = P{w12, w21} = 2/36,

P{X = 4} = P{w13, w22, w31} = 3/36 i.t.n.

ili so tabela
x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P{X = x} 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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Sluqajnata promenliva Y e vkupen broj na padnati 6-ki na dvete kocki i
taa prima vrednosti Y = {0, 1, 2} so verojatnosti

P{Y = 0} = P{wij|i, j ∈ {1, ..., 5}} = 25/36,

P{Y = 1} = P ({w6j|j ∈ {1, ..., 5}} ∪ {wi6|i ∈ {1, ..., 5}}) = 10/36,

P{Y = 2} = P{w66} = 1/36.

Raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e

P{X = 2, Y = 0} = P{w11} = 1/36,

P{X = 2, Y = 1} = P (∅) = 0,

P{X = 2, Y = 2} = P (∅) = 0,
...

P{X = 7, Y = 0} = P{w25, w34, w43, w52} = 4/36,

P{X = 7, Y = 1} = P{w16, w61} = 2/36,

P{X = 7, Y = 2} = P (∅) = 0,
...

P{X = 12, Y = 0} = P (∅) = 0,

P{X = 12, Y = 1} = P (∅) = 0,

P{X = 12, Y = 2} = P{w66} = 1/36,

ili so tabela
HHHHHHX

Y
0 1 2

2 1/36 0 0
3 2/36 0 0
4 3/36 0 0
5 4/36 0 0
6 5/36 0 0
7 4/36 2/36 0
8 3/36 2/36 0
9 2/36 2/36 0
10 1/36 2/36 0
11 0 2/36 0
12 0 0 1/36

Sega, spored vrednostite koi gi primaat X i Y , sluqajnata promenliva
U = X−6Y treba da gi prima vrednostite U ∈ {−10,−9, ..., 12}, no so ogled na
raspredelbata na sluqajniot vektor (X,Y ) i nultite verojatnosti vo sood-
vetnata tabela imame deka P{U = u} = 0, u ∈ {−10,−9, ...,−1}∪{11, 12}. Imeno,
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sluqajnata promenliva U e zbirot na padnatite toqki na dvete kocki ne
smetajḱi gi padnatite 6-ki. Raspredelbata na U e

P{U = 0} = P{X − 6Y = 0} = P{X = 6Y } =

= P{(X, Y ) = (12, 2)} = 1/36,

P{U = 1} = P{X − 6Y = 1} = P{X = 6Y + 1}
= P{(X, Y ) = (7, 1)} = 2/36,

P{U = 2} = P{X − 6Y = 2} = P{X = 6Y + 2}
= P{(X, Y ) ∈ {(2, 0), (8, 1)}} = 1/36 + 2/36 = 3/36, i.t.n

ili so tabela
u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P{U = u} 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

b) P{X ≤ 3} = P{X ∈ {2, 3}} = 1/36 + 2/36 = 3/36,
P{1

2
≤ Y ≤ 7} = P{Y ∈ {1, 2}} = 10/36 + 1/36 = 11/36,

P{U = 6|Y ≤ 1} = P{X − 6Y = 6|Y ∈ {0, 1}} = P{X−6Y =6, Y ∈{0,1}}
P{Y ∈{0,1}} =

= P{(X,Y )∈{(6,0),(12,1)}}
P{Y ∈{0,1}} = 5/36+0

25/36+10/36
= 1

7
.

4.25. Sluqajnata promenliva X ima Poasonova raspredelba P(λ), λ > 0.
Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X pri uslov X > 0.

Rexenie. Ako X ∼ P(λ), togax raspredelbata na X e

P{X = x} =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, ...

Baranata uslovna raspredelba na X pri uslov X > 0 e

P{X = x|X > 0} =
P{X = x,X > 0}

P{X > 0} =
P{X = x}

1− P{X = 0} =

=
λx

x!
e−λ

1− λ0

0!
e−λ

=
λx

x! (eλ − 1)
, x = 1, 2, ...

P{X = 0|X > 0} =
P{X = 0, X > 0}

P{X > 0} =
P (∅)

P{X > 0} = 0.

4.26. Gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) e

p(x, y) =

{
c(r −

√
x2 + y2) , x2 + y2 ≤ r2

0 , x2 + y2 > r2 ,

kade r ≥ 0 i c se konstanti. Opredeli ja vrednosta na c, a potoa i verojat-
nosta deka toqkata (X, Y ) ḱe padne vo krugot x2 + y2 ≤ a, a ≥ 0.
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Rexenie. Od
∫∞
−∞

∫∞
−∞ p(x, y) dx dy = 1, imame

∫∫
x2+y2≤r2

c(r −
√

x2 + y2) dx dy = 1,

od kade so premin vo polarini koordinati x = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ dobivame

1 =

∫ 2π

0

dϕ

∫ r

0

c(r −
√

ρ2 cos2 ϕ + ρ2 sin2 ϕ)ρ dρ =

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ r

0

c(r − ρ)ρ dρ =
cr3

6
· 2π,

od kade c = 3
r3π

, odnosno gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y )

e p(x, y) = 3
r3π

(r −
√

x2 + y2), x2 + y2 ≤ r2. Baranata verojatnost e

P{X2 + Y 2 ≤ a} =

∫∫

x2+y2≤a

p(x, y) dx dy =

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ √
a

0

3

r3π
(r − ρ)ρ dρ =

a

r3
(3r − 2

√
a),

za a < r2 i P{X2 + Y 2 ≤ a} = 1 za a ≥ r2.

4.27. Sluqajniot vektor (X, Y ) e ramnomerno raspredelen vo pravoagolnikot
{(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2}. Najdi gi gustinata na raspredelba p(x, y) i
funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ), a potoa najdi gi verojatnostite
P{X < −1

2
, Y < 5

2
} i P{Y ≤ |X − 1

2
|}. Najdi gi marginalnite raspredelbi na

X i Y soodvetno. Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. Sluqajniot vektor (X,Y ) ima ramnomerna raspredelba na pravo-
agolnikot Π = {(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2}, xto znaqi deka gustinata na
raspredelba na (X, Y ) e

p(x, y) =

{ 1
m(Π)

, (x, y) ∈ Π

0 , (x, y) /∈ Π
=

{
1
2

, (x, y) ∈ Π
0 , (x, y) /∈ Π

,

kade m(Π) e ploxtinata na pravoagolnikot Π, vidi Crte� 4.2 a).
Za funkcijata na raspredelba imame F (x, y) =

∫ x

−∞
∫ y

−∞ p(u, v) du dv, odnosno
za x ≤ −1 ili y ≤ 1, F (x, y) =

∫ x

−∞
∫ y

−∞ 0 du dv = 0,
za −1 < x ≤ 1, 1 < y ≤ 2, F (x, y) =

∫ x

−1

∫ y

1
1
2

du dv = 1
2
(x + 1)(y − 1),

za x > 1, 1 < y ≤ 2, F (x, y) =
∫ 1

−1

∫ y

1
1
2

du dv = y − 1,

za −1 < x ≤ 1, y > 2, F (x, y) =
∫ x

−1

∫ 2

1
1
2

du dv = 1
2
(x + 1),

za x > 1, y > 2, F (x, y) =
∫ 1

−1

∫ 2

1
1
2

du dv = 1,
ili
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F (x, y) =





0 , x ≤ −1 ili y ≤ 1
1
2
(x + 1)(y − 1) ,−1 < x ≤ 1, 1 < y ≤ 2

y − 1 , x > 1, 1 < y ≤ 2
1
2
(x + 1) ,−1 < x ≤ 1, y > 2

1 , x > 1, y > 2

Baranite verojatnosti se P{X < −1
2
, Y < 5

2
} = F (−1

2
, 5

2
) = 1

2
· (−1

2
+ 1) = 1

4
,

P{Y ≤ |X − 1
2
|} = P{X ≥ 1

2
, Y ≤ X − 1

2
}+ P{X < 1

2
, Y ≤ 1

2
−X} =

= 0 +
∫ − 1

2

−1
dx

∫ 1
2
−x

1
1
2

dy = 1
16

, vidi Crte� 4.2 b).

-1 1
x

1

2

y

y=
1

2
-x

y=x+
1

2

x=
1

2

-1 1
x

1

2

y

a) b)

Crte� 4.2: Crte�i za zadaqata 4.27

Marginalnite raspredelbi na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dy =

∫ 2

1

1

2
dy =

1

2
· y|21 =

1

2
, −1 < x < 1,

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dx =

∫ 1

−1

1

2
dx =

1

2
· x|1−1 = 1, 1 < y < 2,

od kade zakluquvame deka X ∼ U(−1, 1) i Y ∼ U(1, 2). I bidejḱi p(x, y) =
pX(x)pY (y) za sekoi (x, y) ∈ R2, sledi deka X i Y se nezavisni sluqajni pro-
menlivi.

4.28. Sluqajniot vektor (X,Y, Z) ima gustina na raspredelba p(x, y, z) = 3
4π
,

za x2 + y2 + z2 ≤ 1. Najdi gi verojatnostite
a) P{−1

2
< X < 1

2
},

b) P{− 1√
3

< X < 1√
3
,− 1√

3
< Y < 1√

3
,− 1√

3
< Z < 1√

3
},

v) P{X2 + Y 2 + Z2 ≤ 1
2
}.
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Rexenie. a) Marginalnata gustina na raspredelba na X e

pX(x) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p(x, y, z) dy dz =

∫∫

y2+z2≤1−x2

3

4π
dy dz =

=
3

4π

∫ 2π

0

dϕ

∫ √
1−x2

0

ρ dρ =
3

4
(1− x2), −1 ≤ x ≤ 1,

od kade za verojatnosta imame

P{−1

2
< X <

1

2
} =

∫ 1
2

− 1
2

pX(x) dx =

∫ 1
2

− 1
2

3

4
(1− x2) dx =

33

48
= 0, 6875.

b) P{− 1√
3

< X < 1√
3
,− 1√

3
< Y < 1√

3
,− 1√

3
< Z < 1√

3
} =

=
∫ 1√

3

− 1√
3

∫ 1√
3

− 1√
3

∫ 1√
3

− 1√
3

p(x, y, z) dx dy dz = 3
4π

∫ 1√
3

− 1√
3

dx
∫ 1√

3

− 1√
3

dy
∫ 1√

3

− 1√
3

dz = 2
π
√

3
≈ 0, 36755.

v) P{X2 + Y 2 + Z2 ≤ 1
2
} =

∫∫∫
x2+y2+z2≤ 1

2

p(x, y, z) dx dy dz =

= 3
4π

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1√
2

0 dρ
∫√ 1

2
−ρ2

−
√

1
2
−ρ2

ρ dz = 1
2
√

2
, pri xto trojniot integral e presmetan so

premin vo cilindriqni koordinati x = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ, z = z.

4.29. Nezavisno se izbiraat dva broja X i Y od intervalot [0, 1] so ram-
nomerna gustina na raspredelba. Najdi gi verojatnostite P{X + Y < 1/2},
P{|X − Y | < 1/2}, P{max{X,Y } < 1/2} i P{min{X, Y } < 1/2}.

Rexenie. Dadeno e deka X ∼ U [0, 1] i Y ∼ U [0, 1], i pri toa tie se nezavisni
sluqajni promenlivi, xto znaqi deka gustinata na raspredelba na sluqaj-
niot vektor (X,Y ) e p(x, y) = pX(x)pY (y) = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, od kade
(X,Y ) ∼ U(Π), kade Π = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Togax,

P{X + Y < 1
2
} =

∫∫
x+y< 1

2

p(x, y) dx dy =
∫ 1

2

0
dx

∫ 1
2
−x

0
dy = 1

8
, vidi Crte� 4.3 a).

P{|X − Y | < 1
2
} = 1− P{|X − Y | ≥ 1

2
} =

= 1− P{X ≥ Y, X − Y ≥ 1
2
} − P{X < Y, Y −X ≥ 1

2
} =

= 1 − ∫ 1
2

0
dx

∫ 1

x+ 1
2
dy − ∫ 1

1
2
dx

∫ x− 1
2

0
dy = 3

4
, vidi Crte� 4.3 b), kade xtrafiraniot

del odgovara na sprotivniot nastan.
P{max{X, Y } < 1

2
} = P{X < 1

2
, Y < 1

2
} =

∫ 1
2

0
dx

∫ 1
2

0
dy = 1

4
, vidi Crte� 4.3 v).

P{min{X,Y } < 1
2
} = 1− P{min{X,Y } ≥ 1

2
} = 1− P{X ≥ 1

2
, Y ≥ 1

2
} =

= 1 − ∫ 1
1
2
dx

∫ 1
1
2
dy = 1 − 1

4
= 3

4
, vidi Crte� 4.3 g), kade xtrafiraniot del

odgovara na sprotivniot nastan.
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x+y=
1

2

0 1
x

1

y

y-x=
1

2

x-y=
1

2

y=x

0 1
x

1

y

a) b)

x=
1

2

y=
1

2

0 1
x

1

y

x=
1

2

y=
1

2

0 1
x

1

y

v) g)

Crte� 4.3: Crte�i za zadaqata 4.29

4.30. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni so standardni normalni
raspredelbi. Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi

a) U1 = X + Y ,
b) U2 = X2 + Y 2,
v) U3 =

√
X2 + Y 2.

Rexenie. Dadeno e deka X ∼ N (0, 1) i X ∼ N (0, 1), pa nivnite gustini na

raspredelba se pX(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R i pY (y) = 1√
2π

e−
y2

2 , y ∈ R soodvetno.
a) Od X i Y nezavisni sluqajni promenlivi, spored formulata za kon-

volucionen proizvod, za gustinata na raspredelba na U1 imame

pU1(u) =

∫ ∞

−∞
pX(x)pY (u− x) dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 e−
(u−x)2

2 dx =

=
1

2
√

π
e−

u2

2

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt =
1

2
√

π
e−

u2

2 , u ∈ R,

pri xto stavena e smena t = 1√
2
(2x−u) i iskoristeno e deka

∫∞
−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt = 1.
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b) Ako X ∼ N (0, 1), togax sluqajnata promenliva X2 ima gustina na ras-
predelba

pX2(x) =
1√
x

pX(
√

x) =
1√
x
· 1√

2π
e−

x
2 =

1√
2πx

e−
x
2 , x > 0 (poka�i!)

Na sliqen naqin se dobiva pY 2(y) = 1√
2πy

e−
y
2 , y > 0. Od X i Y nezavisni sluqa-

jni promenlivi, sleduva deka X2 i Y 2 se nezavisni sluqajni promenlivi, pa
gustinata na raspredelba na U2 mo�e da ja dobieme spored formulata za
konvolucionen proizvod,

pU2(u) =

∫ ∞

−∞
pX2(x)pY 2(u− x) dx =

1

2π

∫ u

0

1√
x(u− x)

e−
x
2 e−

u−x
2 dx =

1

2
e−

u
2 , u > 0.

v) Imame deka U3 =
√

U2, pa nejzinata gustina na raspredelba e

pU3(u) = 2u · pU2(u
2) = 2z · 1

2
e−

u2

2 = u · e−u2

2 , u > 0.

4.31. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima ramnomerna raspredelba na triagolnikot
so temiǌa A(−1, 0), B(1, 0) i C(0, 1). Najdi gi raspredelbite na sluqajnite
promenlivi U = min{X,Y } i V = max{X,Y }.

Rexenie. Go oznaquvame so T triagolnikot so temiǌa A(−1, 0), B(1, 0) i
C(0, 1). Negovata ploxtina e m(T ) =

√
2·√2
2

= 1, pa zatoa gustinata na raspre-
delba na sluqajniot vektor (X, Y ) koj e ramnomerno raspredelen na triagol-
nikot T e p(x, y) = 1, (x, y) ∈ T (Crte� 4.4).

y=-x+1y=x+1
0

A B

C

-1 1
x

1

y

Crte� 4.4: Crte� za zadaqata 4.31
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Funkcijata na raspredelba na U = min{X,Y } e slednata

FU(u) = P{U < u} = P{min{X, Y } < u} =

= 1− P{min{X,Y } ≥ u} = 1− P{X ≥ u, Y ≥ u} =

=





1− 1 , u ≤ −1∫ u

−1
dx

∫ x+1

0
dy ,−1 < u ≤ 0

1− ∫ 1−u

u
dx

∫ −x+1

u
dy , 0 < u ≤ 1

2

1− 0 , u > 1
2

=

=





0 , u ≤ −1
u2

2
+ u + 1

2
,−1 < u ≤ 0

−2u2 + 2u + 1
2

, 0 < u ≤ 1
2

1 , u > 1
2

Pri toa, koga −1 < u ≤ 0 iskoristeno e
1− P{X ≥ u, Y ≥ u} =

∫∫
(x,y)∈T

dx dy − ∫∫
(x,y)∈T, x≥u, y≥u

dx dy =
∫∫

(x,y)∈T, x<u

dx dy.

Togax, gustinata na raspredelba na U = min{X, Y } e

pU(u) = F ′
U(u) =





u + 1 ,−1 < u ≤ 0
−4u + 2 , 0 < u ≤ 1

2

0 ,inaku

Sliqno, funkcijata na raspredelba na V = max{X, Y } e

FV (v) = P{V < v} = P{max{X, Y } < v} = P{X < v, Y < v} =

=





0 , v ≤ 0∫ v

0
dy

∫ v

y−1
dx , 0 < v ≤ 1

2

1− ∫ 1

v
dx

∫ −x+1

0
dy − ∫ 1

v
dy

∫ −y+1

y−1
dx , 1

2
< v ≤ 1

1 , u > 1

=

=





0 , v ≤ 0
v2

2
+ v , 0 < v ≤ 1

2

−3
2
v2 + 3v − 1

2
, 1

2
< v ≤ 1

1 , u > 1

Pri toa, koga 1
2

< u ≤ 1 iskoristeno e
P{X < v, Y < v} =

∫∫
(x,y)∈T, x<v, y<v

dx dy =
∫∫

(x,y)∈T

dx dy− ∫∫
(x,y)∈T, x≥v

dx dy− ∫∫
(x,y)∈T, y≥v

dx dy.

Togax, gustinata na raspredelba na V = max{X, Y } e

pV (v) = F ′
V (v) =





v + 1 , 0 < v ≤ 1
2

−3v + 3 , 1
2

< v ≤ 1
0 ,inaku
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4.32. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima N (0, 0, σ2, σ2, 0) raspredelba. Neka U =√
X2 + Y 2 i V = X

Y
. Najdi ja gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor

(U, V ). Dali U i V se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. Ako (X, Y ) ∼ N (m1,m2, σ
2
1, σ

2
2, ρ), togax gustinata na raspredelba

na (X, Y ) e

p(x, y) =
1

2π σ1 σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2·(1−ρ2)
((

x−m1
σ1

)2−2·ρ·x−m1
σ1

· y−m2
σ2

+(
y−m2

σ2
)2)

, (x, y) ∈ R2,

pa za m1 = m2 = 0, σ1 = σ2 = σ, ρ = 0, imame deka

pXY (x, y) =
1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 , (x, y) ∈ R2.

So rexavaǌe na sistemot u =
√

x2 + y2, v = x
y
po x i y, dobivame x = ± uv√

1+v2 ,
y = ± u√

1+v2 , pa za Jakobijanot na transformacijata se dobiva

J(u, v) =

∣∣∣∣
∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
± v√

1+v2 ± u
(
√

1+v2)3

± 1√
1+v2 ∓ uv

(
√

1+v2)3

∣∣∣∣∣ = − u

1 + v2
.

Togax, gustinata na raspredelba na (U, V ) e

pUV (u, v) = pXY (x(u, v), y(u, v)) · |J(u, v)| = pXY (± uv√
1 + v2

,± u√
1 + v2

) · | − u

1 + v2
| =

=
1

2πσ2
e
− 1

2σ2 ( u2v2

1+v2 + u2

1+v2 ) · |u|
1 + v2

=
1

2πσ2
e−

u2

2σ2 · |u|
1 + v2

, (u, v) ∈ R2.

Marginalnite gustini na raspredelba na U i V soodvetno se

pU(u) =

∫ ∞

−∞
pUV (u, v) dv =

|u|
2πσ2

e−
u2

2σ2

∫ ∞

−∞

1

1 + v2
dv =

|u|
2σ2

e−
u2

2σ2 , u ∈ R,

pV (v) =

∫ ∞

−∞
pUV (u, v) du =

1

2πσ2
· 1

1 + v2

∫ ∞

−∞
|u| e− u2

2σ2 du =
1

π(1 + v2)
, v ∈ R.

Bidejḱi

pU(u)pV (v) =
|u|
2σ2

e−
u2

2σ2 · 1

π(1 + v2)
= pUV (u, v), za site (u, v) ∈ R2,

sledi deka U i V se nezavisni sluqajni promenlivi.
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4.33. Gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) e dadena so

p(x, y) =

{
axye−(x2+y2) , x > 0, y > 0
0 ,inaku

Opredeli ja vrednosta na a, marginalnite raspredelbi na X i Y , soodvetno
i uslovnite gustini na raspredelba na X i Y pri uslov Y = y i X = x
soodvetno. Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. Od
∫∞
−∞

∫∞
−∞ p(x, y) dx dy = 1 imame

1 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

axye−(x2+y2) dx dy = a

(∫ ∞

0

xe−x2

dx

)2

= a

(
1

2

)2

,

od kade dobivame deka a = 4, xto znaqi deka gustinata n araspredelba na
(X, Y ) e

p(x, y) =

{
4xye−(x2+y2) , x > 0, y > 0
0 ,inaku

Marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dy =

∫ ∞

0

4xye−(x2+y2) dy = 4xe−x2

∫ ∞

0

ye−y2

dy =

= 4xe−x2 · 1

2
= 2xe−x2

, x > 0,

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dx = 2ye−y2

, y > 0.

I bidejḱi

pX(x)pY (y) = 2xe−x2 · 2ye−y2

= 4xye−(x2+y2) = p(x, y), x > 0, y > 0,

dodeka pak za x ≤ 0 ili y ≤ 0, imame deka pX(x)pY (y) = 0 = p(x, y), xto znaqi
deka pX(x)pY (y) = p(x, y), za site (x, y) ∈ R2. Sledi deka X i Y se nezavisni
sluqajni promenlivi.

Uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov Y = y (y > 0) e

pX(x|y) =
p(x, y)

pY (y)
=

4xye−(x2+y2)

2ye−y2 = 2xe−x2

, x > 0,

dodeka pak uslovniot zakon na raspredelba na Y pri uslov X = x (x > 0) e

pY (y|x) =
p(x, y)

pX(x)
=

4xye−(x2+y2)

2xe−x2 = 2ye−y2

, y > 0.
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4.34. Neka p(x, y, z) = 1
8

e−|x|−|y|−|z|, (x, y, z) ∈ R3 e gustina na raspredelba na
sluqajniot vektor (X, Y, Z). Opredeli ja uslovnata gustina na raspredelba
na (X,Y ) pri uslov Z = z i uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov
(Y, Z) = (y, z). Dali X, Y i Z se nezavisni (vo celina) sluqajni promenlivi?

Rexenie. Marginalnata gustina na raspredelba na Z e

pZ(z) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p(x, y, z) dx dy =

1

8

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
e−|x|−|y|−|z| dy =

=
1

8
e−|z|

(∫ ∞

−∞
e−|x| dx

)2

=
1

8
e−|z| · 22 =

1

2
e−|z|, z ∈ R,

i togax uslovnata gustina na raspredelba na (X,Y ) pri uslov Z = z e

p(x, y|z) =
p(x, y, z)

pZ(z)
=

1
8

e−|x|−|y|−|z|

1
2

e−|z|
=

1

4
e−|x|−|y|, (x, y) ∈ R2.

Potoa, marginalnata gustina na raspredelba na (Y, Z) e

pY Z(y, z) =

∫ ∞

−∞
p(x, y, z) dx =

1

8

∫ ∞

−∞
e−|x|−|y|−|z| dx =

1

8
e−|y|−|z|

∫ ∞

−∞
e−|x| dx

=
1

8
e−|y|−|z| · 2 =

1

4
e−|y|−|z|, (y, z) ∈ R2,

pa uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov (Y, Z) = (y, z) e

p(x|y, z) =
p(x, y, z)

pY Z(y, z)
=

1
8

e−|x|−|y|−|z|

1
4

e−|y|−|z|
=

1

2
e−|x|, x ∈ R.

Sliqno kako marginalnata gustina na raspredelba na Z, se dobivaat i
marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno t.e.

pX(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R, pY (y) =

1

2
e−|y|, y ∈ R.

Togax od

pX(x)pY (y)pZ(z) =
1

2
e−|x| · 1

2
e−|y| · 1

2
e−|z| =

1

8
e−|x|−|y|−|z| = p(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3,

sledi deka X, Y , Z se nezavisni sluqajni promelivi.

4.35. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima ramnomerna raspredelba vo vnatrex-
nosta na triagolnikot T so temiǌa A(0, 0), B(3, 0) i C(2, 1). Najdi ja uslov-
nata raspredelba na Y pri uslov X ∈ (1, 2) i uslovnata raspredelba na Y
pri uslov X ∈ (2, 3). Najdi ja verojatnosta P{X ≥ 1, Y ≥ 1

2
}.



82

Rexenie. Ploxtinata na triagolnikot T e m(T ) = 3·1
2

= 3
2
, vidi Crte� 4.5

a), pa gustinata na raspredelba na (X, Y ) e

p(x, y) =

{ 1
m(T )

, (x, y) ∈ T

0 , (x, y) /∈ T
=

{
2
3

, (x, y) ∈ T
0 , (x, y) /∈ T

y=
x

2

y=3-x

A B

C

2 3
x

1

3

y

y=
x

2

y=
1

2

x=1

y=3-x

A B

C

2 3
x

1

3

y

a) b)

Crte� 4.5: Crte�i za zadaqata 4.35

Marginalnata gustina na raspredelba na X e

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy =





∫ x
2

0
2
3

dy , 0 < x ≤ 2∫ 3−x

0
2
3

dy , 2 < x ≤ 3
0 ,inaku

=





x
3

, 0 < x ≤ 2
2
3
(3− x) , 2 < x ≤ 3

0 ,inaku

Togax, uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X ∈ (1, 2) e

pY (y|X ∈ (1, 2)) =

∫
(x,y)∈T, x∈(1,2)

p(x, y) dx

∫
x∈(1,2)

pX(x) dx
=





R 2
1

2
3

dxR 2
1

x
3

dx
, 0 < y ≤ 1

2R 2
2y

2
3

dx
R 2
1

x
3

dx
, 1

2
< y ≤ 1

0 ,inaku

=

=





4
3

, 0 < y ≤ 1
2

8
3
(1− y) , 1

2
< y ≤ 1

0 ,inaku
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Analogno, uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X ∈ (2, 3) e

pY (y|X ∈ (2, 3)) =

∫
(x,y)∈T, x∈(2,3)

p(x, y) dx

∫
x∈(2,3)

pX(x) dx
=

{ R 3−y
2

2
3

dxR 3
2

2
3
(3−x) dx

, 0 < y ≤ 1

0 ,inaku
=

=

{
2(1− y) , 0 < y ≤ 1
0 ,inaku

Potoa, vidi Crte� 4.5 b),

P{X ≥ 1, Y ≥ 1

2
} =

∫∫

(x,y)∈T, x≥1, y≥ 1
2

p(x, y) dx dy =

∫ 1

1
2

dy

∫ 3−y

2y

2

3
dx =

1

4
.

4.36. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so U(0, 1) raspredelbi.
Poka�i deka i X pri uslov X + Y = z, za z ∈ (0, 2), z = const., ima isto taka
ramnomerna raspredelba.

Rexenie. Gustinite na raspredelba na X ∼ U(0, 1) i Y ∼ U(0, 1) se

pX(x) =

{
1 , 0 < x < 1
0 ,inaku

pY (y) =

{
1 , 0 < y < 1
0 ,inaku

soodvetno. Potoa, od X i Y nezavisni sluqajni promenlivi, gustinata na
raspredlba na sluqajniot vektor (X, Y ) e

pXY (x, y) = pX(x)pY (y) =

{
1 , 0 < x < 1, 0 < y < 1
0 ,inaku

ili (X, Y ) ∼ U({(x, y) | 0 < x < 1, 0 < y < 1}).
Definirame novi sluqajni promenlivi U = X i V = X + Y . Za da ja

najdeme gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (U, V ), potreben ni e
Jakobijanot na transformacijata x = u, y = v − u, odnosno

J(u, v) =

∣∣∣∣
∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1 0
−1 1

∣∣∣∣ = 1.

Togax, gustinata na raspredelba na (U, V ) e (Crte� 4.6)

pUV (u, v) = pXY (x(u, v), y(u, v)) · |J(u, v)| = pXY (u, v − u) · 1 =

=

{
1 , 0 < u < 1, 0 < v − u < 1
0 ,inaku

=

{
1 , 0 < u < 1, u < v < u + 1
0 ,inaku
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Gustinata na raspredelba na V = X + Y ja barame kako marginalna gustina
na raspredelba t.e.

pX+Y (v) = pV (v) =

∫ ∞

−∞
pUV (u, v) du =

=

{ ∫ v

0
du , 0 < v ≤ 1∫ 1

v−1
du , 1 < v < 2

=

∫ min{v,1}

max{0,v−1}
du, 0 < v < 2 =

= min{v, 1} −max{0, v − 1}, 0 < v < 2.

Togax, uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov X +Y = z, z ∈ (0, 2)
e

pX(x|X + Y = z) = pU(x|V = z) =
pUV (x, z)

pV (z)
=

1

min{z, 1} −max{0, z − 1} ,

za 0 < x < 1, 0 < z − x < 1 t.e. 0 < x < 1, z − 1 < x < z, od kade max{0, z − 1} <
x < min{z, 1}. Znaqi, X|X + Y = z ∼ U(max{0, z − 1}, min{z, 1}).

v=u

v=u+1

1
u

1

2

v

Crte� 4.6: Crte� za zadaqata 4.36

4.4 Matematiqko oqekuvaǌe
i drugi brojni karakteristiki

Neka X : Ω → R e sluqajna promenliva definirana na prostorot na verojat-
nost (Ω,F , P ). Neka PX e zakon na sluqajnata promenliva X i FX e funkcija
na raspredelba na X.

• Matematiqko oqekuvaǌe na X e Lebegoviot integral

EX =

∫

Ω

X(w)P (dw) =

∫

Ω

XdP.



85

• Neka f : R→ R e Borelova funkcija. Togax, f(X) e sluqajna promenliva
i za nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe va�i

Ef(X) =

∫

Ω

f(X)dP =

∫

R
f(x)PX(dx) =

∫

R
f(x)dFX(x).

Posledniot integral e poznat kako Lebeg-Stiltjesov integral.

• Teorema. Neka X : Ω → R e sluqajna promenliva i neka f : R → R e
Borelova funkcija.

(a) Ako X e diskretna sluqajna promenliva so zakon na raspredelba
P{X = xi} = pi, i = 1, 2, ..., i ako

∑
i |f(xi)|pi < +∞, togax matem-

atiqkoto oqekuvaǌe na f(X) postoi kako koneqen broj i se presme-
tuva spored

Ef(X) =
∑

i

f(xi)pi.

(b) Ako X e apsolutno neprekinata sluqajna promenliva so gustina na
raspredelba pX, i ako

∫
R |f(x)|pX(x)dx < +∞, togax matematiqkoto

oqekuvaǌe na f(X) postoi kako koneqen broj i se presmetuva spored

Ef(X) =

∫

R
f(x)pX(x)dx.

Pri specijalni izbori na funkcijata f vo poslednata Teorema dobivame:

• Ako f(x) = x imame deka EX =
∑

i xipi za diskretna sluqajna promenliva,
i EX =

∫
R xpX(x)dx za apsolutno neprekinata sluqajna promenliva.

• Za f(x) = xk se dobiva k-tiot moment na X, odnosno EXk.

• Ako EX postoi i e koneqno, togax E(X − EX)k e k-tiot centralen
moment na X.

• Vtoriot centralen moment na X se narekuva disperzija (ili vari-
jansa), i se oznaquva so DX = E(X−EX)2. Kvadratniot koren od disper-
zijata se narekuva standardna devijacija, i se oznaquva so σ =

√
DX.

Matematiqkite oqekuvaǌa i drugite brojni karakteristiki za sluqajnite
promenlivi so pova�ni raspredelbi, dadeni se vo Prilog B.

• Svojstvo. Neka X i Y se sluqajni promenlivi, EX i EY postojat, i
neka c e realen broj. Togax,

(a) E(cX) = cEX,
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(b) ako X(w) ≤ Y (w) za sekoj w ∈ Ω, togax EX ≤ EY ,

(v) |EX| ≤ E|X|,
(g) E(X + Y ) = EX + EY ,

(d) ako X i Y se nezavisni, togax E(XY ) = EXEY ,

(ǵ) DX = E(X2)− (EX)2,

(e) DX ≥ 0,

(�) D(c) = 0 i D(cX) = c2DX,

(z) ako X i Y se nezavisni, togax D(X + Y ) = DX + DY .

• Ako X e sluqajna promenliva od diskreten tip, togax moda na X e
vrednosta moX koja X ja prima so najglema verojatnost, a medijana
na X e onaa vrednost meX za koja se ispolneti neravenstvata P{X ≤
meX} ≥ 0, 5 i P{X ≥ meX} ≥ 0, 5.

Ako X e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat tip, togax moda
na X e vrednosta moX vo koja gustinata na raspredelba pX(x) dostignuva
maksimum t.e. moX = argmax pX(x), a medijana na X e onaa vrednost
meX vo koja funkcijata na raspredelba FX(x) dostignuva vrednost 0, 5
t.e. FX(meX) = 0, 5.

Neka X i Y se sluqajni promenlivi so 0 < DX < +∞ i 0 < DY < +∞.

• Kovarijansa na X i Y e brojot definiran so

cov(X, Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) = E(XY )− EXEY.

• Koeficient na korelacija na X i Y e brojot definiran so

ρ(X, Y ) =
cov(X,Y )√
DX

√
DY

.

• Teorema. Ako X i Y se nezavisni, togax cov(X,Y ) = 0 i ρ(X, Y ) = 0.

• Teorema. Za koeficientot na korelacija va�i |ρ(X,Y )| ≤ 1.

Neka X i Y se dve sluqajni promenlivi, pri xto E|X| < +∞.

• Uslovno matematiqko oqekuvaǌe na X pri uslov Y e sluqajnata promen-
liva E(X|Y ) za koja va�i

E(Xg(Y )) = E(E(X|Y )g(Y )),

za sekoja ograniqena (merliva) funkcija g(Y ).
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• Ako X i Y se disktetni sluqajni promenlivi koi primaat vrednosti
{x1, x2, ..., xn, ...} i {y1, y2, ..., yn, ...} soodvetno, togax E(X|Y ) e diskretna
sluqajna promenliva so zakon na raspredelba

P{E(X|Y ) = E(X|Y = yj)} = P{Y = yj}, j = 1, 2, ...,

kade E(X|Y = yj) e matematiqkoto oqekuvaǌe na X pri uslov Y = yj

koe se presmetuva so pomox na uslovnata raspredelba na X pri uslov
Y = yj, spored

E(X|Y = yj) =
∑

i

xiP{X = xi|Y = yj} =
∑

i

xi
P{X = xi, Y = yj}

P{Y = yj} .

• Svojstvo. Neka X, X1, X2, Y i Z se sluqajni promenlivi, pri xto
E|X| < +∞, E|X1| < +∞, E|X2| < +∞. Togax,

(a) E(aX1 + bX2|Y ) = aE(X1|Y ) + bE(X2|Y ), za sekoi a, b ∈ R,
(b) ako X ≥ 0, togax E(X|Y ) ≥ 0,

(v) ako X1 e funkcija od Y , togax E(X1X2|Y ) = X1E(X2|Y ),

(g) ako X i Y se nezavisni, togax E(X|Y ) = EX,

(d) ako Z e funkcija od Y , togax E(E(X|Y )|Z) = E(X|Z),

(e) E(E(X|Y )) = EX

(�) E(a|Y ) = a, za sekoja konstanta a ∈ R,
(z) ako ϕ : R→ R e konveksna funkcija, togax

E(ϕ(X)) ≥ ϕ(EX) i E(ϕ(X)|Y ) ≥ ϕ(E(X|Y )).

4.37. Za sluqajnite promenlivi X i Y , va�i Y = 2 − 3X. Neka EX = 2 i
DX = 4. Najdi gi EY i DY .

Rexenie. EY = E(2− 3X) = 2− 3EX = 2− 3 · 2 = −4,
DY = D(2− 3X) = D(−3X) = (−3)2DX = 9 · 4 = 36.

4.38. Moneta se frla 7 pati. Neka X e broj na pojavuvaǌa na ”grb” na
monetata. Najdi gi EX i DX.

Rexenie. Ako oznaqime so A - na monetata se pojavil ”grb”, togax imame
Bernulieva xema so n = 7 i p = P (A) = 1

2
. Sluqajnata promenliva X gi prima

vrednostite X ∈ {0, 1, ..., 7}, a nejzinata raspredelba e

P{X = k} = P (Bk) =

(
7

k

)(1

2

)k(1

2

)7−k

=

(
7

k

)(1

2

)7

, k = 0, 1, ..., 7,
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kade Bk - nastanot A se realiziral toqno k pati t.e. ”grb” se pojavil k pati.
Togax, za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =
7∑

k=0

kP{X = k} =
7∑

k=0

k

(
7

k

)(1

2

)7

=
(1

2

)7
7∑

k=1

k

(
7

k

)
=

=
(1

2

)7
7∑

k=1

7 ·
(

6

k − 1

)
= 7 ·

(1

2

)7

· 26 = 7 · 1

2
=

7

2
.

Disperzijata ḱe ja najdeme otkako prvo ḱe go najdeme vtoriot moment

EX2 =
7∑

k=0

k2P{X = k} =
7∑

k=0

k2

(
7

k

)(1

2

)7

=
7∑

k=2

k(k − 1)

(
7

k

)(1

2

)7

+
7∑

k=0

k

(
7

k

)(1

2

)7

=

=
(1

2

)7
7∑

k=2

k(k − 1)

(
7

k

)
+ EX =

(1

2

)7
7∑

k=2

7 · 6 ·
(

5

k − 2

)
+

7

2
=

= 7 · 6 ·
(1

2

)7

· 25 +
7

2
= 7 · 6 ·

(1

2

)2

+
7

2
= 14,

od kade za disperzijata imame

DX = EX2 − (EX)2 = 14−
(7

2

)2

=
7

4
.

Imeno, sluqajnata promenliva X ima Binomna raspredelba t.e. X ∼ B(7, 1
2
),

od kade i direktno EX = np = 7 · 1
2

= 7
2
, a DX = npq = 7 · 1

2
· 1

2
= 7

4
.

4.39. Se izveduvaat niza nezavisni ispituvaǌa, pri xto pri sekoe ispitu-
vaǌe nastanot A se realizira so verojatnost p, 0 < p < 1. Ispituvaǌata
se izveduvaat se dodeka ne se pojavi nastanot A. Neka X e broj na izvedeni
ispituvaǌa se do pojavuvaǌeto na nastanot A po prv pat. Opredeli gi EX
i DX.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X ima geometriska raspredelba so pa-
trametar p t.e. X ∼ Geo(p) i nejziniot zakon na raspredelba e

P{X = k} = pqk, k = 0, 1, 2, ...,

kade q = 1− p. Za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =
∞∑

k=0

kP{X = k} =
∞∑

k=0

kpqk = pq

∞∑

k=1

kqk−1 = pq

∞∑

k=1

∂

∂q
(qk) = pq

∂

∂q
(
∞∑

k=1

qk) =

= pq
∂

∂q
(

q

1− q
) = pq

1

(1− q)2
= pq

1

p2
=

q

p
=

1− p

p
.



89

Sliqno, za vtoriot moment imame

EX2 =
∞∑

k=0

k2P{X = k} =
∞∑

k=0

k2pqk =
∞∑

k=2

k(k − 1)pqk +
∞∑

k=0

kpqk =

= pq2

∞∑

k=2

k(k − 1)qk−2 + EX = pq2

∞∑

k=2

∂2

∂q2
(qk) +

1− p

p
=

= pq2 ∂2

∂q2
(
∞∑

k=2

qk) +
1− p

p
= pq2 ∂2

∂q2
(

q2

1− q
) +

1− p

p
=

= pq2 2

(1− q)3
+

1− p

p
= pq2 2

p3
+

1− p

p
=

2(1− p)2

p2
+

1− p

p
,

od kade za disperzijata imame deka e

DX = EX2 − (EX)2 =
2(1− p)2

p2
+

1− p

p
− (

1− p

p
)2 =

1− p

p2
.

4.40. Sluqajnata promenliva X ima Poasonova raspredelba P(a), a > 0.
Opredeli gi EX i DX.

Rexenie. Zakonot na raspredelba na X ∼ P(a), a > 0 e

P{X = k} =
ak

k!
e−a, k = 0, 1, 2, ...

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX =
∞∑

k=0

kP{X = k} =
∞∑

k=0

k
ak

k!
e−a = a

∞∑

k=1

ak−1

(k − 1)!
e−a = a

∞∑

k=0

ak

k!
e−a = a · 1 = a,

zatoa xto
∑∞

k=0
ak

k!
e−a = P{X ≥ 0} = P (Ω) = 1. Ponatamu, vtoriot moment e

EX2 =
∞∑

k=0

k2P{X = k} =
∞∑

k=0

k2ak

k!
e−a =

∞∑

k=1

k
ak

(k − 1)!
e−a =

∞∑

k=0

(k + 1)
ak+1

k!
e−a =

= a

∞∑

k=0

k
ak

k!
e−a + a

∞∑

k=0

ak

k!
e−a = a · EX + a · 1 = a2 + a,

od kade za disperzijata imame

DX = EX2 − (EX)2 = a2 + a− a2 = a.
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4.41. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i imaat Poasonovi raspre-
delbi P(a), a > 0. Opredeli gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na

a) nivniot zbir,
b) nivniot proizvod.

Rexenie. Od Zadaqa 4.40 imame deka EX = DX = EY = DY = a. Imajḱi ja
vo predvid nezavisnosta na X i Y imame

a) E(X + Y ) = EX + EY = a + a = 2a, D(X + Y ) = DX + DY = a + a = 2a.
b) E(XY ) = EX · EY = a · a = a2,

D(XY ) = E(XY )2 − (E(XY ))2 = E(X2Y 2)− (a2)2 = E(X2)E(Y 2)− a4 =
= (DX + (EX)2)(DY + (EY )2)− a4 = (a + a2)(a + a2)− a4 = a2 + 2a3.

4.42. Proseqniot broj na telefonski povici za edna kancelarija meǵu 9 i
10 qasot e 30. Ako brojot na telefonski povici ima Poasonova raspredelba,
najdi ja verojatnosta deka vo eden proseqen den meǵu 9:45 i 10:00 qasot nema
telefonski povici.

Rexenie. Neka X e broj na telefonski povici meǵu 9 i 10 qasot. Dadeno e
deka EX = 30, pa raspredelbata na X e X ∼ P(30). Neka Y e broj na telefon-
ski povici meǵu 9:45 i 10:00 qasot, togax i Y ima Poasonova raspredelba, so
patametar EY = E(X/4) = E((1/4)X) = (1/4)EX = 30/4, odnosno, Y ∼ P(30/4).
Togax, baranata verojatnost e

P{Y = 0} =
(30/4)0

0!
e−30/4 = e−30/4 ≈ 0, 000553.

4.43. Vo dve kutii se smesteni crni i beli topqiǌa, taka xto vo I kutija
ima 99 beli i 1 crno topqe, a vo II kutija ima 1 belo i 99 crni topqiǌa. Se
izvlekuvaat po 5 topqiǌa odednax od dvete kutii. Neka X e brojot na beli
topqiǌa vo 10-te izvleqeni topqiǌa. Najdi gi EX, DX, moX i meX.

Rexenie. Neka Xi e broj na izvleqeni beli topqiǌa od i-tata kutija, i = 1, 2.
Togax, X = X1 + X2. Prvo, gi barame raspredelbite na X1 i X2. Sluqajnata
promenliva X1 prima vrednosti X1 ∈ {4, 5} so verojatnosti

P{X1 = 4} =
C4

99

C5
100

=
1

20
, {X1 = 5} =

C5
99

C5
100

=
19

20
.

Sluqajnata promenliva X2 prima vrednosti X1 ∈ {0, 1} so verojatnosti

P{X2 = 0} =
C5

99

C5
100

=
19

20
, {X2 = 1} =

C4
99

C5
100

=
1

20
.

Za matematiqkite oqekuvaǌa na X1 i X2 imame

EX1 = 4 · 1

20
+ 5 · 19

20
=

99

20
, EX2 = 0 · 19

20
+ 1 · 1

20
=

1

20
.
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Togax,

EX = E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2) =
99

20
+

1

20
=

100

20
= 5.

Za disperziite na X1 i X2 imame

DX1 = E(X2
1 )− (EX1)

2 =
(
42 · 1

20
+ 52 · 19

20

)
−

(99

20

)2

=
491

20
−

(99

20

)2

,

DX2 = E(X2
2 )− (EX2)

2 =
(
02 · 19

20
+ 12 · 1

20

)
−

( 1

20

)2

=
1

20
−

( 1

20

)2

.

Sluqajnite promenlivi X1 i X2 se nezavisni, i zatoa

DX = D(X1 + X2) = D(X1) + D(X2) =
(491

20
−

(99

20

)2)
+

( 1

20
−

( 1

20

)2)
=

=
492

20
− 992 + 1

202
=

9840− 9802

400
= 0, 095.

Za da gi najdeme moX i meX, ni treba raspredelbata na X. Sluqajnata
promenliva X prima vrednosti X ∈ {4, 5, 6}. Zemame vo predvid deka X1 i X2

se nezavisni sluqajni promenlivi, pa raspredelbata na X e

P{X = 4} = P{X1 + X2 = 4} = P{X1 = 4, X2 = 0} = P{X1 = 4}P{X2 = 0} =

=
1

20
· 19

20
=

19

400
,

P{X = 5} = P{X1 + X2 = 5} = P{X1 = 5, X2 = 0}+ P{X1 = 4, X2 = 1} =

= P{X1 = 5}P{X2 = 0}+ P{X1 = 4}P{X2 = 1} =

=
19

20
· 19

20
+

1

20
· 1

20
=

362

400
,

P{X = 6} = P{X1 + X2 = 6} = P{X1 = 5, X2 = 1} = P{X1 = 5}P{X2 = 1} =

=
19

20
· 1

20
=

19

400
.

Znaqi, moX = 5, zatoa xto P{X = 5} = 362/400 e najgolemata verojatnost.
Isto taka, meX = 5, zatoa xto istovremeno

P{X ≤ 5} =
19

400
+

362

400
≥ 1

2
i P{X ≥ 5} =

362

400
+

19

400
≥ 1

2
.

4.44. Strelec ja pogoduva celta so verojatnost p (0 < p < 1) pri sekoe
nezavisno gaǵaǌe. Toj ima n kurxumi i gaǵa vo celta se dodeka ne ja pogodi
ili ne gi potroxi site kurxumi. Najdi go oqekuvaniot broj na gaǵaǌa.
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Rexenie. Definirame sluqajna promenliva X - broj na gaǵaǌa vo celta, koja
prima vrednosti X ∈ {1, 2, ..., n}. Neka q = 1−p, togax zakonot na raspredelba
na X e

P{X = k} = qk−1p, k = 1, 2, ..., n− 1, P{X = n} = qn−1p + qn = qn−1.

Pa, oqekuvaniot broj na gaǵaǌa e

EX =
n∑

k=1

kP{X = k} =

= 1 · p + 2 · qp + 3 · q2p + ... + (n− 1) · qn−2p + n · qn−1 =

= 1 + q + q2 + ... + qn−1 =
1− qn

1− q
=

1− (1− p)n

p
.

Zabelexka. Toqnosta na ravenstvoto

1 · p + 2 · qp + 3 · q2p + ... + (n− 1) · qn−2p + n · qn−1 = 1 + q + q2 + ... + qn−1

se poka�uva so indukcija po n.

4.45. Od kutija vo koja ima 5 beli i 7 crni topqiǌa, na sluqaen naqin se
izvlekuvaat 6 topqiǌa odednax. Najdi gi EX i DX na sluqajnata promen-
liva X - broj na izvleqeni beli topqiǌa.

Rexenie. Ako od kutija so n topqiǌa od koi m se beli, se izvlekuvaat
odednax k topqiǌa, togax sluqajnata promenliva X - broj na izvleqeni beli
topqiǌa ima hipergeometriska raspredelba so parametri n,m, k t.e. nej-
ziniot zakon na raspredelba e

P{X = i} =
Ci

mCk−i
n−m

Ck
n

, max{0,m + k − n} ≤ i ≤ min{m, k},

od kade matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na X se

EX =
km

n
i DX =

km(n−m)(n− k)

n2(n− 1)
(poka�i!).

Taka, za n = 12, m = 5 i k = 6 imame

EX =
km

n
=

6 · 5
12

=
5

2
= 2, 5,

DX =
km(n−m)(n− k)

n2(n− 1)
=

6 · 5 · (12− 5)(12− 6)

122 · (12− 1)
=

35

44
≈ 0, 79545.
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4.46. Neka X e pravilna desetiqna dropka so tri znaka po zapirkata, pri
xto sekoj znak nezavisno eden od drug, so ednakva verojatnost mo�e da prima
edna od vrednostite 0, 1, ..., 9. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata
promenliva X i najdi go nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X gi prima vrednostite X ∈ {0, 000; 0, 001;
0, 002; ...; 0, 999}, pri xto sekoja vrednost ja prima so verojatnost ( 1

10
)3 = 0, 001,

znaqi X ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto vrednosti {0, 000; 0, 001;
0, 002; ...; 0, 999}, odnosno raspredelbata e

P{X = x} = 0, 001, x ∈ {0, 000; 0, 001; 0, 002; ...; 0, 999}.

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX = 0, 001 · (0, 000 + 0, 001 + 0, 002 + ... + 0, 999) =

= 0, 001 · 0, 000 + 0, 999

2
· 1000 = 0, 4995 ≈ 0, 500.

4.47. Edna meta se sostoi od krug br.1 i dva koncentriqni prsteni br.2 i
br.3. Pogoduvaǌeto na krugot br.1 donesuva 10 poeni, na prstenot br.2 - 5
poeni, na prstenot br.3 - 1 poen. Verojatnosta da strelecot koj ja pogodil
metata go pogoduva krugot br.1 i prstenite br.2 i br.3 e 0,5; 0,3; 0,2 sood-
vetno. Neka X e vkupniot broj na poeni, dobieni pri 3 pogoduvaǌa na metata.
Najdi gi EX, DX, moX, meX.

Rexenie. Prv naqin. Definirame nastani Ai - strelecot go pogodil i-tiot
del, i = 1, 2, 3. Strelecot gaǵa 3 pati, pa razgleduvame Polinomialna xema
so n = 3 i verojatnosti p1 = P (A1) = 0, 5, p2 = P (A2) = 0, 3 i p3 = P (A3) = 0, 2.
Neka Bk1,k2,k3 - nastanot Ai se realiziral toqno ki pati, i = 1, 2, 3, pri xto
k1 + k2 + k3 = n = 3. Togax, sluqajnata promenliva X gi prima vrednostite
X ∈ {10k1 + 5k2 + k3 | k1, k2, k3 ∈ {0, 1, 2, 3}, k1 + k2 + k3 = 3} so verojatnosti

P{X = 10k1 + 5k2 + k3} = P (Bk1,k2,k3) =
n!

k1!k2!k3!
pk1

1 pk2
2 pk3

3 =
3!

k1!k2!k3!
0, 5k10, 3k20, 2k3 ,

za k1, k2, k3 ∈ {0, 1, 2, 3}, k1 + k2 + k3 = 3, odnosno zakonot na raspredelba daden
so tabela e

x 3 7 11 12 15 16 20 21 25 30
P{X = x} 0,008 0,036 0,054 0,060 0,027 0,180 0,135 0,150 0,225 0,125

od kade se presmetuva deka EX = 20, 1, DX = 38, 43, moX = 25 i meX = 20 i 21,
zatoa xto i za dvete vrednosti (20 i 21) va�i

P{X ≤ 20} = 0, 5 ≥ 0, 5 i P{X ≥ 20} = 0, 635 ≥ 0, 5,



94

P{X ≤ 21} = 0, 65 ≥ 0, 5 i P{X ≥ 22} = 0, 5 ≥ 0, 5.

Vtor naqin. Gi definirame sluqajnite promenlivi Xi - poeni dobieni
pri i-toto pogoduvaǌe na metata, i = 1, 2, 3. Togax, X1, X2, X3 se nezavisni
ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi so raspredelbi

x 1 5 10
P{Xi = x} 0,2 0,3 0,5

od kade EXi = 6, 7 i DXi = 12, 81, i = 1, 2, 3. Togax, za matematiqkoto oqeku-
vaǌe na X = X1 + X2 + X3 imame

EX = E(X1 + X2 + X3) = E(X1) + E(X2) + E(X3) = 20, 1,

a od nezavisnosta na X1, X2, X3 za disperzijata na X imame

DX = D(X1 + X2 + X3) = D(X1) + D(X2) + D(X3) = 38, 43.

Za naoǵaǌe na moX i meX po�elno e da ja imame raspredelbata na X. Slu-
qajnata promenliva X prima C

3

3 = C2
5 = 10 razliqni vrednosti (toa e brojot

na razliqni zbirovi od tri sobiroci pri xto sekoj sobirok prima nekoja od
vrednostite 1, 5, 10). Zaradi nezavisnosta na X1, X2, X3, za raspredelbata
na X imame

P{X = 3} = P{X1 + X2 + X3 = 3} = P{(X1, X2, X3) = (1, 1, 1)} = 0, 23 = 0, 008,

P{X = 7} = P{X1 + X2 + X3 = 7} =

= P{(X1, X2, X3) ∈ {(5, 1, 1), (1, 5, 1), (1, 1, 5)}} =

= 3 · 0, 22 · 0, 3 = 0, 036,

P{X = 11} = P{X1 + X2 + X3 = 11} =

= P{(X1, X2, X3) ∈ {(1, 5, 5), (5, 1, 5), (5, 5, 1)}} =

= 3 · 0, 2 · 0, 32 = 0, 054 i.t.n.

Se dobiva istata raspredelba kako i pri prviot naqin na rexavaǌeto na
zadaqata, pa odreduvaǌeto na moX i meX e na istiot naqin kako prethodno.

4.48. Se izveduvaat n nezavisni ispituvaǌa vo razliqni uslovi. Verojat-
nosta za pojavuvaǌe na nastanot A vo i-toto ispituvaǌe e pi, i = 1, 2, ..., n.
Neka X e broj na pojavuvaǌa na nastanot A pri n-te nezavisni ispituvaǌa.
Za da se uprostat presmetkite, verojatnostite pi, i = 1, 2, ..., n se zamenuvaat
so p = 1

n

∑n
i=1 pi. Dali i pri zamenata toqno ḱe se presmetaat EX i DX?
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Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata promen-
liva X (pred zamenata na pi so p) se

EX =
n∑

i=1

pi, DX =
n∑

i=1

piqi, qi = 1− pi, i = 1, 2, ..., n. (poka�i!)

Po zamenata na pi so p se dobiva nova sluqajna promenliva X - broj na po-
javuvaǌa na nastanot A pri n-te nezavisni ispituvaǌa, kade vo sekoe od n-te
ispituvaǌa verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A e p = 1

n

∑n
i=1 pi. Znaqi,

X ima Binomna raspredelba t.e. X ∼ B(n, p), pa matematiqkoto oqekuvaǌe i
disperzijata na X se

EX = n p, DX = n p q, q = 1− p =
1

n

n∑
i=1

(1− pi) =
1

n

n∑
i=1

qi.

So zamena na p vo EX dobivame

EX = n p = n · 1

n

n∑
i=1

pi =
n∑

i=1

pi = EX,

xto znaqi i po zamenata na pi so p matematiqkoto oqekuvaǌe ostanuva isto.
So cel da gi sporedime disperziite, imame

DX −DX =
n∑

i=1

piqi − n p q =
n∑

i=1

piqi − n p q − n p q + n p q =

=
n∑

i=1

piqi −
n∑

i=1

piq −
n∑

i=1

pqi + n p q =
n∑

i=1

(pi − p)(qi − q) =

=
n∑

i=1

(pi − p)(1− pi − 1 + p) = −
n∑

i=1

(pi − p)2 ≤ 0,

od kade DX ≤ DX, znaqi so zamenata na pi so p disperzijata se zgolemuva.
Imeno, taa ostanuva ista samo ako p1 = p2 = ... = pn = p.

4.49. Sluqajnata promenliva X od apsolutno neprekinat tip ima gustina na
raspredelba pX(x). Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promen-
liva

Y = signX =





1 , X > 0
0 , X = 0
−1 , X < 0

kako i nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe i disperzija.
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Rexenie. Zakonot na raspredelba na Y e

P{Y = −1} = P{X < 0} = FX(0),

P{Y = 0} = P{X = 0} = 0,

P{Y = 1} = P{X > 0} = 1− FX(0),

kade FX(x) =
∫ x

−∞ pX(u) du e funkcijata na raspredelba na X. Matematiqkoto
oqekuvaǌe e

EY = (−1) · FX(0) + 1 · (1− FX(0)) = 1− 2FX(0),

vtoriot moment e

EY 2 = (−1)2 · FX(0) + 12 · (1− FX(0)) = 1,

od kade za disperzijata imame

DY = EY 2 − (EY )2 = 1− (1− 2FX(0))2 = 4FX(0)(1− FX(0)).

4.50. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{−3
4
x2 + 9

2
x− 6 , x ∈ (2, 4)

0 ,inaku

Najdi gi EX, moX i meX.

Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX =

∫ ∞

−∞
xpX(x) dx =

∫ 4

2

x(−3

4
x2 +

9

2
x− 6) dx = 3.

Od p′X(x) = −3
2
x + 9

2
= 0, dobivame x = 3, i bidejḱi p′′X(3) = −3

2
< 0, sledi deka

pX(x) dostignuva maksimum vo x = 3 na intervalot (2, 4), znaqi moX = 3.
Medijanta na X se naoǵa so rexavaǌe na ravenkata FX(x) = 0, 5, odnosno

0, 5 = FX(x) = P{X < x} =

∫ x

−∞
pX(u) du =

∫ x

2

(−3

4
u2 +

9

2
u− 6) du =

= −1

4
x3 +

9

4
x2 − 6x + 5, 2 < x < 4,

od kade se dobiva

(x− 3)(x− 3 +
√

3)(x− 3−
√

3) = 0, 2 < x < 4,

pa meX = 3 e ednistvenoto rexenie od intervalot (2, 4).
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4.51. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
1
2
cos x , x ∈ (−π

2
, π

2
)

0 inaku

Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata promenliva
Y = | sin X|.

Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe na Y e

EY = E| sin X| =
∫ ∞

−∞
| sin x|pX(x) dx =

1

2

∫ π
2

−π
2

| sin x| cos x dx =

= −1

2

∫ 0

−π
2

sin x cos x dx +
1

2

∫ π
2

0

sin x cos x dx =

= −1

2

∫ 0

−π
2

sin x d(sin x) +
1

2

∫ π
2

0

sin x d(sin x) =

= −1

2

sin2 x

2

∣∣∣∣
0

−π
2

+
1

2

sin2 x

2

∣∣∣∣
π
2

0

=
1

2
.

Vtoriot miment na Y e

EY 2 = E| sin X|2 =

∫ ∞

−∞
| sin x|2pX(x) dx =

1

2

∫ π
2

−π
2

sin2 x cos x dx =

=
1

2

∫ π
2

−π
2

sin2 x d(sin x) =
1

2

sin3 x

3

∣∣∣∣
π
2

−π
2

=
1

3
.

Togax, disperzijata na Y e

DY = EX2 − (EX)2 =
1

3
− (

1

2
)2 =

1

12
.

4.52. Neka sluqajnata promenliva X ima Gama raspredelba so parametri
α = m

2
i λ = 1

2
, odnosno nejzinata gustina na raspredelba e

pX(x) =

{
x

m
2 −1e−

x
2

2
m
2 Γ(m

2
)

, x > 0

0 ,inaku

kade e γ(α) =
∫ +∞
0

xα−1e−xdx e Gama funkcija (X ima Hi-kvadrat raspredelba
so m stepeni na sloboda). Opredeli gi EX i DX.
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Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX =

∫ ∞

−∞
xpX(x) dx =

∫ ∞

0

x
m
2 e−

x
2

2
m
2 Γ(m

2
)

dx =
2

Γ(m
2
)

∫ ∞

0

t
m
2 e−tdt =

2

Γ(m
2
)
· Γ(

m

2
+ 1) = m,

zatoa xto Γ(α + 1) = αΓ(α) za sekoj α > 0. Vtoriot moment e

EX2 =

∫ ∞

−∞
x2pX(x) dx =

∫ ∞

0

x
m
2

+1e−
x
2

2
m
2 Γ(m

2
)

dx =
4

Γ(m
2
)

∫ ∞

0

t
m
2

+1e−tdt =

=
4

Γ(m
2
)
· Γ(

m

2
+ 2) =

4(m
2

+ 1)

Γ(m
2
)

· Γ(
m

2
+ 1) = 4(

m

2
+ 1)

m

2
= m2 + 2m.

Togax, disperzijata e

DX = EX2 − (EX)2 = m2 + 2m−m2 = 2m.

4.53. Neka sluqajnata promenliva X ima Koxieva raspredelba, odnosno ne-
jzinata gustina na raspredelba e pX(x) = 1

π(1+x2)
, za x ∈ R. Opredeli gi EX i

DX.

Rexenie. Ḱe poka�eme deka matematiqkoto oqekuvaǌe ne postoi. Ja ispitu-
vame apsolutnata konvergencija na integralot

∫ ∞

−∞
|x|pX(x) dx =

∫ ∞

−∞
|x| · 1

π(1 + x2)
dx =

= −
∫ 0

−∞

x

π(1 + x2)
dx +

∫ ∞

0

x

π(1 + x2)
dx =

= − 1

2π

∫ 1

+∞

dt

t
+

1

2π

∫ +∞

1

dt

t
=

1

π

∫ +∞

1

dt

t
=

=
1

π
lim

b→+∞

∫ b

1

dt

t
=

1

π
lim

b→+∞
(ln b− ln 1) = +∞,

od kade sledi deka matematiqkoto oqekuvaǌe ne postoi, i isto taka ne postoi
i disperzijata.

4.54. Neka X ima N (0, 1) raspredelba. Opredeli gi momentite na X od
proizvolen red n.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva X ∼ N (0, 1)

e pX(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R. Momentot na X od red n, za n = 2k + 1 e

EXn =

∫ ∞

−∞
xnpX(x) dx =

∫ ∞

−∞
x2k+1 1√

2π
e−

x2

2 dx = 0,
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zardi neparnosta na podintegralnata funkcija i integriraǌe nad simet-
riqen interval. Koga n = 2k, ja izveduvame formulata so matematiqka in-
dukcija,

EX2 = DX + (EX)2 = 1 + 02 = 1 = 1!!

EX4 =

∫ ∞

−∞
x4 1√

2π
e−

x2

2 dx =
1√
2π

(−x3e−
x2

2

∣∣∣
+∞

−∞
+ 3

∫ ∞

−∞
x2e−

x2

2 dx) =

= 3

∫ ∞

−∞
x2 1√

2π
e−

x2

2 dx = 3EX2 = 3 · 1 = 3!!

Pretpostavuvame deka EX2k = (2k − 1)!!, togax za n = 2k + 2 imame

EX2k+2 =

∫ ∞

−∞
x2k+2 1√

2π
e−

x2

2 dx =

=
1√
2π

(−x2k+1e−
x2

2

∣∣∣
+∞

−∞
+ (2k + 1)

∫ ∞

−∞
x2ke−

x2

2 dx) =

= (2k + 1)

∫ ∞

−∞
x2k 1√

2π
e−

x2

2 dx = (2k + 1)EX2k =

= (2k + 1) · (2k − 1)!! = (2k + 1)!!

Znaqi,

EXn =

{
0 , n = 2k + 1
(n− 1)!! , n = 2k

4.55. Edna moneta se frla 3 pati. Dokolku pri sekoe od trite frlaǌa padne
ista strana, se frla uxte ednax. Neka X e broj na padnati ”grbovi”, a Y e
broj na frlaǌa. Najdi go koeficientot na korelacija ρ(X, Y ). Dali X i Y
se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = {(p,p,p,p),(p,p,p,g),(p,p,g),
(p,g,p),(g,p,p),(p,g,g),(g,p,g),(g,g,p),(g,g,g,p),(g,g,g,g)}, pri xto ne se site elemen-
tarni nastani ednakvoverojatni. Znaejḱi deka verojatnosta za pojavuvaǌe na
”para”, odnosno ”grb” pri edno frlaǌe na monetata e 1

2
i zaradi nezavisnosta

na frlaǌata imame deka P{(p,p,g)} = P{(p,g,p)} = P{(g,p,p)} = P{(p,g,g)} =
P{(g,p,g)} = P{(g,g,p)} = (1

2
)3 = 1

8
i P{(p,p,p,p)} = P{(p,p,p,g)} = P{(g,g,g,p)} =

P{(g,g,g,g)} = (1
2
)4 = 1

16
.

Sluqajnite promenlivi X i Y primaat vrednosti X ∈ {0, 1, 2, 3, 4} i Y =
{3, 4} soodvetno, pa raspredelbata na sluqajniot vektor (X,Y ) e

P{X = 0, Y = 3} = 0,

P{X = 0, Y = 4} = P{(p,p,p,p)} =
1

16
,

P{X = 1, Y = 3} = P{(p,p,g),(p,g,p),(g,p,p)} = 3 · 1

8
=

6

16
,
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P{X = 1, Y = 4} = P{(p,p,p,g)} =
1

16
,

P{X = 2, Y = 3} = P{(p,g,g),(g,p,g),(g,g,p)} = 3 · 1

8
=

6

16
,

P{X = 2, Y = 4} = 0,

P{X = 3, Y = 3} = 0,

P{X = 3, Y = 4} = P{(g,g,g,p)} =
1

16
,

P{X = 4, Y = 3} = 0,

P{X = 4, Y = 4} = P{(g,g,g,g)} =
1

16
,

ili so tabela
HHHHHHY

X
0 1 2 3 4

3 0 6/16 6/16 0 0
4 1/16 1/16 0 1/16 1/16

Od tuka, marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y se (sumiraǌeto e po
koloni, odnosno redici)

x 0 1 2 3 4
P{X = x} 1/16 7/16 6/16 1/16 1/16

y 3 4
P{Y = y} 12/16 4/16

Togax, EX = 26/16, EX2 = 56/16, DX = 55/64, EY = 52/16, EY 2 = 172/16,
DY = 3/16. Dodeka za E(XY ) imame

E(XY ) =
∑

i

∑
j

xiyjP{X = xi, Y = yj} =

= 0 · 3 · 0 + 0 · 4 · 1

16
+ 1 · 3 · 6

16
+ 1 · 4 · 1

16
+ 2 · 3 · 6

16
+

+2 · 4 · 0 + 3 · 3 · 0 + 3 · 4 · 1

16
+ 4 · 3 · 0 + 4 · 4 · 1

16
=

86

16
.

Pa, koeficientot na korelacija e

ρ(X,Y ) =
E(XY )− EXEY√

DXDY
=

86
16
− 26

16
· 52

16√
55
64
· 3

16

=
13
√

165

660
≈ 0, 25301.

Sluqajnite promenlivi X i Y ne se nezavisni. Imeno,

P{X = 0, Y = 3} = 0 6= 1

16
· 12

16
= P{X = 0}P{Y = 3}.
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4.56. Tri topqiǌa na sluqaen naqin se razmestuvaat vo tri kutii A, B i C.
Ako X e brojot na topqiǌa vo kutijata A, a Y e brojot na prazni kutii, najdi
go koeficientot na korelacija ρ(X, Y ). Dali X i Y se nezavisni sluqajni
promenlivi?

Rexenie. So (a, b, c) go oznaquvame elementarniot nastan - vo kutijata A ima
a topqiǌa, vo kutijta B ima b topqiǌa i vo kutijata C ima c topqiǌa. Togax,
prostorot od elementarni nastani e Ω = {(3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3), (2, 1, 0), (2, 0, 1),
(0, 2, 1), (1, 2, 0), (1, 0, 2), (0, 1, 2), (1, 1, 1)}, pri xto ne se site elementarni nastani
ednakvo verojatni. Razmestuvaǌeto na topqinata vo kutiite mo�e da se raz-
gleduva kako dodeluvaǌe na kutija na sekoe od topqiǌata. Dodeluvaǌeto e
sluqajno, ednakvoverojatno mo�e da se dodeli sekoja od kutiite A, B, C (so
verojatnost 1/3) i nezavisno. Zatoa, P{(3, 0, 0)} = P{(0, 3, 0)} = P{(0, 0, 3)} =
(1

3
)3 = 1

27
, P{(2, 1, 0)} = P{(2, 0, 1)} = P{(0, 2, 1)} = P{(1, 2, 0)} = P{(1, 0, 2)} =

P{(0, 1, 2)} = 3!
2!1!

(1
3
)2 1

3
= 3

27
, P{(1, 1, 1)} = 3!

1!1!1!
1
3
· 1

3
· 1

3
= 6

27
.

Mno�estvata vrednosti na sluqajnite promenlivi X i Y soodvetno se
X ∈ {0, 1, 2, 3} i Y = {0, 1, 2}. Za raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y )
imame

P{X = 0, Y = 0} = 0,

P{X = 0, Y = 1} = P{(0, 2, 1), (0, 1, 2)} = 2 · 3

27
=

6

27
,

P{X = 0, Y = 2} = P{(0, 3, 0), (0, 0, 3)} = 2 · 1

27
=

2

27
,

P{X = 1, Y = 0} = P{(1, 1, 1)} =
6

27
,

P{X = 1, Y = 1} = P{(1, 2, 0), (1, 0, 2)} = 2 · 3

27
=

6

27
,

P{X = 1, Y = 2} = 0, i.t.n.

ili so tabela
HHHHHHX

Y
0 1 2

0 0 6/27 2/27
1 6/27 6/27 0
2 0 6/27 0
3 0 0 1/27

Od tuka, marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y se (sumiraǌeto e po
redici, odnosno koloni)

x 0 1 2 3
P{X = x} 8/27 12/27 6/27 1/27

y 0 1 2
P{Y = y} 6/27 18/27 3/27
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Togax, EX = 1, EY = 24/27, E(XY ) = 24/27, pa kovarijansata na X i Y e

cov(X, Y ) = E(XY )− EXEY =
24

27
− 1 · 24

27
= 0,

od kade zakluquvame deka, koeficientot na korelacija e

ρ(X,Y ) =
cov(X, Y )√

DXDY
= 0.

No, sluqajnite promenlivi X i Y ne se nezavisni (iako ρ(X, Y ) = 0). Imeno,

P{X = 0, Y = 0} = 0 6= 8

27
· 6

27
= P{X = 0}P{Y = 0}.

4.57. Daden e zakonot na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) so slednata
tabela

HHHHHHX
Y

1 3 10

2 3/47 2/47 9/47
4 7/47 8/47 5/47
5 1/47 4/47 8/47

a) Najdi gi uslovnite zakoni na raspredelba na X i Y pri zadadeni vred-
nosti na Y i X, soodvetno.

b) Najdi gi verojatnostite P{X ≤ 4|Y = 3} i P{Y > 1|X > 2}.
v) Najdi gi zakonite na raspredelba na sluqajnite promenlivi E(X|Y ) i

E(Y |X).

Rexenie. Marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y soodvetno se (sumi-
raǌeto e po redici, odnosno koloni)

x 2 4 5
P{X = x} 14/47 20/47 13/47

y 1 3 10
P{Y = y} 11/47 14/47 22/47

a) Uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov Y = 1 e

P{X = 2|Y = 1} =
P{X = 2, Y = 1}

P{Y = 1} =
3
47
11
47

=
3

11
,

P{X = 4|Y = 1} =
P{X = 4, Y = 1}

P{Y = 1} =
7
47
11
47

=
7

11
,

P{X = 5|Y = 1} =
P{X = 5, Y = 1}

P{Y = 1} =
1
47
11
47

=
1

11
,

ili so tabela
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x 2 4 5
P{X = x|Y = 1} 3/11 7/11 1/11

Sliqno se dobivaat ostanatite uslovni zakoni na raspredelba na X pri
zadadeni vrednosti na Y t.e.

x 2 4 5
P{X = x|Y = 3} 2/14 8/14 4/14

x 2 4 5
P{X = x|Y = 10} 9/22 5/22 8/22

Uslovnite zakoni na raspredelba na Y pri zadadeni vrednosti na X se

y 1 3 10
P{Y = y|X = 2} 3/14 2/14 9/14

y 1 3 10
P{Y = y|X = 4} 7/20 8/20 5/20

y 1 3 10
P{Y = y|X = 5} 1/13 4/13 8/13

b) P{X ≤ 4|Y = 3} = P{X = 2|Y = 3} + P{X = 4|Y = 3} = 2
14

+ 8
14

=
10
14

= 5
7
, P{Y > 1|X > 2} = P{Y ∈ {3, 10}|X ∈ {4, 5}} = P{Y ∈{3,10},X∈{4,5}}

P{X∈{4,5}} =

P{Y =3,X=4}+P{Y =3,X=5}+P{Y =10,X=4}+P{Y =10,X=5}
P{X=4}+P{X=5} =

8
47

+ 4
47

+ 5
47

+ 8
47

20
47

+ 13
47

= 25
33

.

v) Uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe E(X|Y ) prima vrednosti E(X|Y = yj)
so verojatnosti P{Y = yj}, yj ∈ {1, 3, 10}. Vrednostite E(X|Y = yj) se matema-
tiqki oqekuvaǌa na uslovnite sluqajni promenlivi qii uslovni raspredelbi
gi izvedovme pogore. Pa, zatoa

E(X|Y = 1) = 2 · 3

11
+ 4 · 7

11
+ 5 · 1

11
=

39

11
,

E(X|Y = 3) = 2 · 2

14
+ 4 · 8

14
+ 5 · 4

14
= 4,

E(X|Y = 10) = 2 · 9

22
+ 4 · 5

22
+ 5 · 8

22
=

39

11
,

odnosno E(X|Y ) prima samo dve vrednosti 39
11

i 4 so verojatnosti

P{E(X|Y ) =
39

11
} = P{Y = 1}+ P{Y = 10} =

11

47
+

22

47
=

33

47
,

P{E(X|Y ) = 4} = P{Y = 3} =
14

47
,

ili so tabela
x 39/11 4

P{E(X|Y ) = x} 33/47 14/47

Na sliqen naqin se dobiva i raspredelbata na E(Y |X) dadena so tabelata

y 81/20 99/14 93/13
P{E(Y |X) = y} 20/47 14/47 13/47
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4.58. Od mno�estvoto {1, 2, ..., n} na sluqaen naqin se izbira broj X, a potoa
od mno�estvoto {1, 2, ..., X} na sluqaen naqin se izbira broj Y . Neka U =
X + Y i V = X − Y . Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor (U, V ) i
kovarijansata cov(U, V ).

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {(x, y)|1 ≤ y ≤ x ≤ n},
pri xto P{(X, Y ) = (x, y)} = P{X = x}P{Y = y|X = x} = 1

n
· 1

x
.

Vrednostite koi gi primaat novite sluqajni promenlivi U = X + Y i
V = X − Y se U ∈ {2, 3, ..., 2n} i V ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Zakonot na raspredelba na
sluqajniot vektor (U, V ) e

P{U = u, V = v} = P{X+Y = u,X−Y = v} = P{X =
u + v

2
, Y =

u− v

2
} =

2

n(u + v)
,

koga 1 ≤ u−v
2
≤ u+v

2
≤ n.

Ponatamu, bidejḱi

cov(U, V ) = E(UV )− EUEV =

= E((X + Y )(X − Y ))− E(X + Y )E(X − Y ) =

= E(X2 − Y 2)− (EX + EY )(EX − EY ) =

= (EX2 − EY 2)− ((EX)2 − (EY )2) =

= (EX2 − (EX)2)− (EY 2 − (EY )2) = DX −DY,

potrebno e da se najdat disperziite na X i Y .
Sluqajnata promenliva X ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto

{1, 2, ..., n} t.e. P{X = x} = 1
n
, x = 1, 2, ..., n, pa zatoa DX = n2−1

12
. (poka�i!)

Pri uslov X = x, sluqajnata promenliva Y ima ramnomerna raspredelba
na {1, 2, ..., x} t.e. P{Y = y|X = x} = 1

x
, y = 1, 2, ..., x, od kade uslovnoto ma-

tematiqko oqekuvaǌe na Y pri zadadena vrednost X = x e E(Y |X = x) = x+1
2

(poka�i!), dodeka uslovniot vtor moment na Y pri zadadena vrednost X = x

e E(Y 2|X = x) = (x+1)(2x+1)
6

. (poka�i!)
Sluqajnata promenliva uslovno matematiqko oqekuvaǌe na Y pri uslov X

t.e. E(Y |X) prima vrednosti E(Y |X = x) = x+1
2

so verojatnosti P{X = x} = 1
n
,

x ∈ {1, 2, ..., n} od kade nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe e

E(E(Y |X)) =
n∑

x=1

E(Y |X = x)P{X = x} =
n∑

x=1

x + 1

2
· 1

n
=

n + 3

4
,

od kade

EY = E(E(Y |X)) =
n + 3

4
.
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Sluqajnata promenliva usloven vtor moment na Y pri uslov X prima vred-
nosti E(Y 2|X = x) = (x+1)(2x+1)

6
so verojatnosti P{X = x} = 1

n
, x ∈ {1, 2, ..., n} od

kade negovoto matematiqko oqekuvaǌe e,

E(E(Y 2|X)) =
n∑

x=1

E(Y 2|X = x)P{X = x} =
n∑

x=1

(x + 1)(2x + 1)

6
· 1

n
=

4n2 + 15n + 15

36
,

od kade

EY 2 = E(E(Y 2|X)) =
4n2 + 15n + 15

36
.

Koneqno, za disperzijata na Y se dobiva

DY = EY 2 − (EY )2 =
4n2 + 15n + 15

36
−

(n + 3

4

)2

=
7n2 + 6n− 21

144
,

od kade

cov(U, V ) = DX −DY =
n2 − 1

12
− 7n2 + 6n− 21

144
=

5n2 − 6n + 9

144
.

4.59. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima U((0, 1) × (0, 1)) raspredelba. Najdi go
matematiqkoto oqekuvaǌe E(X|X + Y < 1).

Rexenie. Gustinata na raspredlba na sluqajniot vektor (X, Y ) e

pXY (x, y) =

{
1 , 0 < x < 1, ; 0 < y < 1
0 ,inaku

Definirame novi sluqajni promenlivi U = X i V = X + Y . Od Zadaqa 4.36
imame deka gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (U, V ) e

pUV =

{
1 , 0 < u < 1, u < v < u + 1
0 ,inaku

i marginalnata gustina na raspredelba na V = X + Y e

pV (v) =

{ ∫ v

0
du , 0 < v ≤ 1∫ 1

v−1
du , 1 < v < 2

=

{
v , 0 < v ≤ 1
2− v , 1 < v < 2

Togax, uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov X + Y < 1 e

pX(x|X + Y < 1) = pU(x|V < 1) =

∫
0<x<1, x<v<x+1, v<1

pUV (x, v) dv

∫
v<1

pV (v) dv
=

=

∫ 1

x
dv∫ 1

0
v dv

= 2(1− x), 0 < x < 1,
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od kade za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

E(X|X + Y < 1) =

∫ ∞

−∞
xpX(x|X + Y < 1) dx =

∫ 1

0

2x(1− x) dx =
1

3
.

4.60. Krajnite toqki na otseqkata AB = l se naoǵaat na kracite od praviot
agol XOY , pri xto rastojanieto X na toqkata A od temeto O na agolot XOY
so ednakva verojatnost mo�e da primi vrednosti od intervalot [0, l]. Najdi
ja oqekuvanata vrednost na rastojanieto Y na temeto O do otseqkata AB.

Rexenie. Od uslov na zadaqata imame deka X ∼ U [0, l], od kade gustinata na
raspredelba na X e

pX(x) =

{
1
l

, x ∈ [0, l]
0 ,inaku

Od sliqnosta na triagolnicite ∆ACO i ∆AOB (Crte� 4.7) imame OC : OA =

OB : AB, t.e. Y : X =
√

l2 −X2 : l, od kade Y = X
√

1− (X
l
)2. Neka g(x) =

x
√

1− (x
l
)2. Togax, oqekuvanata oddaleqenos na temeto O od otseqkata AB e

EY =

∫ ∞

−∞
g(x)pX(x) dx =

∫ l

0

x

√
1− (

x

l
)2 · 1

l
dx =

l

2

∫ 1

0

√
t dt =

l

3
.

O A

B

X

Y

C

Crte� 4.7: Crte� za zadaqata 4.60

4.61. Funkcijata na raspredelba F (x) na sluqajnata promenliva X od ap-
solutno neprekinat tip e dadena so grafikot na Crte� 4.8. Poka�i deka
matematiqkoto oqekuvaǌe geometriski mo�e da bide pretstaveno so ploxti-
nata na xtrafiraniot del.
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x

1

FHxL

Crte� 4.8: Grafikot na funkcijata na raspredelba od zadaqata 4.61

Rexenie. Od crte�ot imame deka F (x) = 0, za x < 0. Neka p(x) e gustinata
na raspredelba na X, togax p(x) = F ′(x). Za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x) dx =

∫ ∞

0

xF ′(x) dx = −
∫ ∞

0

x(1− F (x))′ dx.

So parcijalna integracija u = x, dv = (1− F (x))′ dx dobivame

EX = − x(1− F (x))|∞0 +

∫ ∞

0

(1− F (x)) dx.

Od koneqnosta na EX, integralot
∫∞
−∞ xp(x) dx =

∫∞
0

xp(x) dx konvergira
(p(x) = 0, za x < 0), od kade

∫∞
K

xp(x) dx → 0, koga K →∞. Imame,

0 ≤ K(1− F (K)) = K

∫ ∞

K

p(x) dx ≤
∫ ∞

K

xp(x) dx → 0, koga K →∞,

xto znaqi limx→∞ x(1−F (x)) = 0. Koneqno, za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =

∫ ∞

0

(1− F (x)) dx,

xto geometriski mo�e da se pretstavi so ploxtinata na xtrafiraniot del
od crte�ot.

4.5 Karakteristiqni funkcii
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4.6 Zadaqi za samostojna rabota
4.62. Neka (Ω,F , P ) e verojatnosten prostor, kade Ω = {w1, w2, w3, w4}, F =
P(Ω) i P (w1) = P (w3) = 1

3
, P (w2) = P (w4) = 1

6
. Poka�i deka preslikuvaǌeto

X : Ω → R dadeno so X(w1) = X(w2) = 1, X(w3) = X(w4) = 2 e sluqajna
promenliva. Dokolku namesto σ-algebrata F se zeme σ-algebrata

a) F1 = {∅, Ω, {w1, w2}, {w3, w4}},
b) F2 = {∅, Ω, {w1, w3}, {w2, w4}},

dali povtorno preslikuvaǌeto X ḱe bide sluqajna promenliva?

4.63. Vo edna kutija od 10 disketi, 8 se ispravni. Na sluqaen naqin se izbi-
raat 2 disketi. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva
X - broj na ispravni disketi meǵu izbranite.

4.64. Vo edna kutija ima 7 topqiǌa od koi 4 beli i 3 crni. Od kutijata na
sluqaen naqin odednax se izvlekuvaat 3 topqiǌa. Neka X e broj na izvleqeni
beli topqiǌa.

a) Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X.
b) Najdi ja verojatnosta na nastanot C - brojot na izvleqeni beli topqiǌa

e ednakov na brojot na crni topqiǌa ostanati vo kutijata.

4.65. Vo edna kutija ima n proizvodi od koi eden e defekten. Od kutijata
na sluqaen naqin se izvlekuva eden po eden proizvod, bez izvleqeniot da se
vraḱa nazad vo kutijata, se dodeka ne se izvleqe defektniot. Neka X e broj na
izvedeni izvlekuvaǌa. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X.

4.66. Sluqajnata promenliva X dadena e so nejzinata funkcija na raspre-
delba FX(x) = 1

2
+ 1

π
arctan x, x ∈ R.

a) Najdi ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (0, 1).
b) Najdi za koja vrednost na x1, so verojatnost 0,25 sluqajnata promenliva

X prima vrednosti ne pomali od x1.

4.67. Sluqajnata promenliva X ima standardna normalna raspredelba N (0, 1).
Najdi gi verojatnostite

a) P{− 1
n

< X < 1
n
}, za n = 2, 3, 4,

b)P{n < X < n + 1}, za n = 0, 1, 2, 3,
v) P{−1 < X < a}, za n = −3

4
,−1

2
,−1

4
.

4.68. Sluqajnata promenliva X ima Poasonova raspredelba P(λ), λ > 0.
Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = 2X + 6.

4.69. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba pX(x) na (0, +∞),
i nula vo ostanatiot del. Najdi ja gustinata na raspredelba pY (x) na slu-
qajnata promenliva Y , ako
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a) Y = e−X,
b) Y = ln X,
v) Y = X3,
g) Y = 1

X2 ,
d) Y =

√
X.

4.70. Eden stap so dol�ina l na sluqaen naqin se krxi na dva dela. Najdi
ja gustinata na raspredelba na ploxtinata na pravoagolnikot, qii strani
imaat dol�ini ednakvi na dol�inite na dobienite delovi od krxeǌeto na
stapot.

4.71. Vo dve kutii se naoǵaat po 3 livqiǌa so broevite 0, 1, 2 vo I kutija i
0,-1, -2 vo II kutija. Na sluqaen naqin od sekoja od kutiite se izvlekuva po
edno livqe. Neka X e proizvod na broevite od izvleqenite livqiǌa, a Y e
zbir na broevite od izvleqenite livqiǌa.

a) Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ).
b) Najdi gi margnalnite zakoni na raspredelba na X i Y .

4.72. Sluqajniot vektor (X,Y ) e ramnomerno raspredelen vo triagolnikot
ograniqen so pravite x = 0, y = 0 i x + y = a, a > 0. Najdi gi

a) gustinata na raspredelba p(x, y) na (X,Y ),
b) funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ),
v) marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno,
g) funkciite na raspredelba FX(x) i FY (y) na X i Y soodvetno,
d) verojatnosta na nastanot X2 + Y 2 ≤ a2

4
.

Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

4.73. Nezavisnite sluqajni promenlivi X i Y dadeni se so svoite gustini na
raspredelba pX(x) = e−x, za x > 0 i pY (y) = 1

2
e−y/2, za y > 0 soodvetno, odnosno

X ∼ E(1) i Y ∼ E(1
2
). Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X+Y .

4.74. Sluqajniot vektor (X1, X2) pri uslov Y = y ima U((0, y)× (0, y)) raspre-
delba, a sluqajnata promenliva Y ima U(1, 2) raspredelba. Najdi ja uslov-
nata raspredelba na Y pri uslov (X1, X2) = (x1, x2).

4.75. Sluqajnata promenliva X od koneqen tip prima dve vrednosti x1 i x2,
(x1 < x2). Verojatnosta X da ja primi vrednosta x1 e 0,6. Najdi go zakonot
na raspredelba na X, ako EX = 1, 4 i DX = 0, 24.

4.76. Sluqajnata promenliva X prima proizvolni celi pozitivni vrednosti
so verojatnosti koi opaǵaat po geometriska progresija. Najdi gi prviot qlen
i koliqnikot na taa geometriska progresija, ako EX = 10, a potoa presmetaj
ja verojatnosta P{X ≤ 10}.
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4.77. Najdi ja oqekuvanata vrednost na proizvodot
∏n

k=1(1 + xk), kade xk,
k = 1, 2, ..., n se sluqajno izbrani broevi od mno�estvoto {−1, 0, 1}.
4.78. Neka Y e sluqajna pravilna binarna dropka so n znaka po zapirkata,
pri xto sekoj znak nezavisno eden od drug, so verojatnost 1

2
prima vrednost 0

ili 1. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva Y i najdi
go nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe.

4.79. Se frlaat n kocki za igraǌe. Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i
disperzijata na zbirot na padnatite toqki na sekoja od kockite.

4.80. Strelcite A, B i C gaǵaat vo celta nezavisno eden od drug i sekoj
od niv ja pogoduva celta so verojatnost 0,4. Vo koj interval vo odnos na
oqekuvaniot broj na pogodoci se naoǵa vkupniot broj na nivni pogodoci, so
verojatnost 0,95, ako sekoj od niv gaǵa po 50 pati?

4.81. Sluqajnata promenliva X dadena e so nejzinata gustina na raspredelba

pX(x) =





a
2
x , 0 < x ≤ 1

a
2
(2− x) , 1 < x ≤ 2

0 ,inaku

a) Opredeli ja vrednosta na a ∈ R i verojatnosta P{X > 1
4
| X < 1

2
}.

b) Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata za sluqajnata promen-
liva Y = 1

X
.

4.82. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
2 cos 2x , x ∈ (0, π

4
)

0 ,inaku

Najdi gi moX i meX.

4.83. Neka X ima N (m, σ2) raspredelba. Opredeli gi centralnite momenti
na X od proizvolen red n.

4.84. Neka X i Y se nezavisni sluqajni Promenlivi taka xto X ∼ U(−1, 3)
raspredelba, a Y = 2X − 1.

a) Odredi ja disperzijata na sluqajnata promenliva XY .
b) Najdi ja verojatnosta P{X2 ≤ 1− Y }.

4.85. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima gustina na raspredelba

p(x, y) =

{
8xy , 0 < x, y < 1
0 ,inaku

Najdi gi matematiqkite oqekuvaǌa E(Y |X = 1
2
) i E(Y |X ∈ (1

4
, 3

4
)).
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4.86. Pravoagolnik so strani a i b sluqajno se frla na ramnina, taka xto
site vrednosti na agolot α, xto go zafaḱa stranata a so oskata Ox se ednakvo
verojatni. Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe na proekcijata na pravoagol-
nikot na oskata Ox.

Odgovori
4.62 Da; Ne; 4.63 P{X = 0} = 1/45, P{X = 1} = 16/45, P{X = 2} = 28/45;
4.64 P{X = 0} = 1/35, P{X = 1} = 12/35, P{X = 2} = 18/35, P{X = 3} = 4/35;
1; 4.65 P{X = x} = 1/n, x = 1, 2, ..., n; 4.66 1/4, 1; 4.67 a) 0,38292; 0,25860;
0,19742; b) 0,34134; 0,13591; 0,02140; 0,00132; v) 0,06797; 0,14988; 0,24263;
4.68 P{Y = y} = λ

y−6
2 e−λ/(y−6

2
)!, y = 6, 8, 10, 12, 14, ...; 4.69 a) pY (x) = 1

x
pX(ln 1

x
),

0 < x < 1; b) pY (x) = expX(ex), −∞ < x < +∞; v) pY (x) = 1

3
3√

x2
pX( 3

√
x), 0 < x <

+∞; g) pY (x) = 1
2x
√

x
pX( 1√

x
), 0 < x < +∞; d) pY (x) = 2xpX(x2), 0 < x < +∞;

4.70 p(x) = 2/(l
√

l2 − 4x), 0 < x < l2/4; 4.71 P{X = −4, Y = 0} = P{X = −2, Y =
−1} = P{X = −2, Y = 1} = P{X = −1, Y = 0} = P{X = 0, Y = y} = 1/9,
y = −2,−1, 0, 1, 2; 4.72 p(x, y) = 2/a2, za (x, y) ∈ T ; F (x, y) = 0, za x ≤ 0 ili y ≤ 0;
F (x, y) = 2xy/a2, za 0 < x ≤ a, 0 < y ≤ a− x; F (x, y) = 1 − (1 − x/a)2 − (1 − y/a)2,
za 0 < x ≤ a, a − x < y ≤ a; F (x, y) = 1 − (1 − x/a)2, za 0 < x ≤ a, 0 > a;
F (x, y) = 1 − (1 − y/a)2, za x > a, 0 < y ≤ a; F (x, y) = 1, za x > a, y > a;
pX(x) = 2(a − x)/a2, za 0 < x ≤ a; pY (x) = 2(a − y)/a2, za 0 < y ≤ a; FX(x) = 0,
za x ≤ 0; FX(x) = 1 − (1 − x/a)2, za 0 < x ≤ a; FX(x) = 1, za x > a; FY (y) = 0,
za y ≤ 0; FY (y) = 1 − (1 − y/a)2, za 0 < y ≤ a; FY (y) = 1, za y > a; π/8 ≈
0, 392699; X i Y ne se nezavisni; 4.73 pX+Y (u) = e−u/2(1 − e−u/2), za u > 0; 4.74
p(y|x1, x2) = 2/y2, za 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1, 1 < y < 2; p(y|x1, x2) = 2x1/(y

2(2− x1)),
za 0 < x2 < x1 < y < 2; p(y|x1, x2) = 2x2/(y

2(2 − x2)), za 0 < x1 < x2 < y < 2;
4.75 P{X = 1} = 0, 6, P{X = 2} = 0, 4; 4.76 0,1; 0,9; 0,65132; 4.77 1; 4.78
P{Y = y} = 1/2n, y = 0.00...00, ..., 0.11...11; 0, 5 − 1/2n+1; 4.79 7n/2, 35n/12; 4.80
[48, 74; 71, 26]; 4.81 a) 2; 3/4; b) EY = 2 ln 2; DY ne postoi; 4.82 moX ne postoi;
meX = π/12; 4.83 0 za n-neparen; σn(n− 1)!! za n-paren; 4.84 a) 130/3; b) 9/32;
4.85 7/9; 173/220; 4.86 2(a + b)/π;



112



5

Graniqni teoremi

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost.

5.1 Nizi od sluqajni promenlivi

5.2 Neravenstvo na Qebixev. Zakon na golemite
broevi

5.3 Centralna graniqna teorema

5.4 Zadaqi za samostojna rabota

Odgovori
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Prilozi

A Tablici1

1Tablicite vo ovoj del se prevzemeni od J.Malĭsić, Zbirka zadataka iz teorije verovatnoće sa
primenama, Peto izdanje, Gra�evinska knjiga, Beograd, (1990)
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Tablica 1: Vrednosti na funkcijata y = ak

k!
e−a



117

Tablica 1: (prodol�enie)
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Tablica 2: Vrednosti na funkcijata y =
∑m

k=0
ak

k!
e−a
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Tablica 2: (prodol�enie)
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Tablica 3: Vrednosti na funkcijata Φ(x) = 1√
2π

e−x2/2



121

Tablica 4: Vrednosti na funkcijata Φ0(x) = 1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du
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B Nekoi pova�ni raspredelbi

raspredelba zakon na raspredelba EX DX ϕX(t)
ili gustina na raspredelba

X = IA, P{X = 0} = 1− p, p p(1− p) 1− p + p eit

kade p = P (A) P{X = 1} = p

Ramnomerna (diskr.) P{X = k} = 1
n , n+1

2
n2−1

12
eit−eitn

n(1−eit)

na {1, ..., n} k = 1, ..., n

Binomna, P{X = k} =
(
n
k

)
pkqn−k, np npq (p eit + q)n

X ∼ B(n, p) k = 0, 1, ..., n, q = 1− p
Geometriska, P{X = k} = pqk, q

p
q
p2

p
1−q eit

X ∼ Geo(p) k = 0, 1, 2, ..., q = 1− p

Poasonova, P{X = k} = ak

k! e
−a, a a ea(eit−1)

X ∼ P(a), a > 0 k = 0, 1, 2, ...

Hipergeometriska, P{X = i} = (m
i )(n−m

k−i )
(n

k)
, km

n
km(n−m)(n−k)

n2(n−1)

X ∼ HGeo(n,m, k) max{0,m + k − n} ≤ i ≤ min{m, k}
Ramnomerna (neprek.), p(x) = 1

b−a , a+b
2

(b−a)2

12
eitb−eita

it(b−a)

X ∼ U(a, b) a < x < b

Normalna, p(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 , m σ2 eitm−σ2t2
2

X ∼ N (m,σ2) −∞ < x < +∞
Standardna normalna, p(x) = 1√

2π
e−

x2
2 , 0 1 e−

t2
2

X ∼ N (0, 1) −∞ < x < +∞
Eksponencijalna, p(x) = λ e−λx, 1

λ
1
λ2

1
1− 1

λ it

X ∼ E(λ), λ > 0 x > 0
Gama, p(x) = xα−1λα

Γ(α) e−λx, α
λ

α
λ2 (1− 1

λ it)−α

X ∼ Γ(α, λ), α, λ > 0 x > 0

Hi-kvadrat, p(x) = x
n
2 −1e−

x
2

2
n
2 Γ( n

2 )
, n 2n (1− 2it)−

n
2

X ∼ χ2
n, n ∈ N x > 0

Koxieva, p(x) = λ
π(λ2+x2) , - - e−λ|t|

X ∼ k(λ), λ > 0 −∞ < x < +∞
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